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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Актуальность темы исследования. Оптимизация товарных потоков в си-

стемах управления запасами, обеспечивающая максимизацию удовлетворения по-

требительского спроса и снижение торговых издержек, является достаточно эффек-

тивным направлением повышения конкурентоспособности и финансовой устойчи-

вости компаний, производящих и реализующих товары для населения. 

С одной стороны, компаниям необходимо осуществлять вложения в форми-

рование запасов, с целью максимального удовлетворения спроса клиентов. С дру-

гой стороны, не менее значимой проблемой является обеспечение рентабельности 

этих вложений, поиск новых вариантов снижения издержек и увеличение прибыли. 

С учетом этого теоретически оптимальным является состояние, когда запасов нет 

и при этом полностью удовлетворяются производственные потребности фирмы, но 

такого состояния трудно достичь в реальных условиях. В этой связи возникает про-

блема нахождения компромисса между объемом запаса и степенью удовлетворе-

ния спроса на реализуемые товары и услуги, которая обычно решается на основе 

оптимизации управления запасами. Многие компании несут необоснованно завы-

шенные издержки в процессе управления запасами из-за ошибок при формирова-

нии их структуры, оценки отдельных ее составляющих элементов, включая воз-

можные риски потерь вследствие недостоверных прогнозов спроса, последствий 

его неудовлетворения, неправильной оценки запасов и т.д. Эти случайные по своей 

природе ошибки во многом являются следствием неопределенности, обусловлен-

ной неточностью прогнозов размера спроса, временными отклонениями в сроках 

поставок, потерями продукции ограниченного срока хранения и другими факто-

рами, которая существенно усложняет вопросы принятия логистических решений, 

и ведет к увеличению издержек, а следовательно, и потере конкурентоспособности 

предприятия. В силу вышесказанного, поиск оптимальной стратегии управления 

товарными запасами с учетом состава издержек, адекватных процессам его форми-

рования в условиях неопределенности, является важным направлением повышения 
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эффективности торговых и производственных предприятий, что и обосновывает 

актуальность данного диссертационного исследования. 

Степень научной разработанности проблемы. Влияние стратегий управле-

ния запасами на экономические показатели предприятия широко представлены в 

отечественной и зарубежной научной литературе, в частности в работах Ани-

кина Б.А., Тяпухина А.П., Бродецкого Г.Л., Просветова Г.И., Цвиренько И.А., Ши-

кина Е.В., Чхартишвили А.Г., Шрайбфедер Дж. и других авторов. Определенную 

сложность при решении этой проблемы представляет учет элементов случайности 

и неопределенности параметров рассматриваемых процессов. В такой ситуации в 

России большинство торговых предприятий при управлении товарными запасами 

ориентируются на средние показатели спроса и длительности поставки. 

Вместе с тем, подходы к получению оптимальных решений управления по-

токами запасов в условиях неопределенности по формированию объемов и вре-

мени поставки описаны в научных работах Дуброва А.М., Лагоши Б.А., Хрусталева 

Е.Ю., Шапиро Дж., Косорукова О.А., Свиридовой О.А., Рубальского Г.Б., Юдина 

Д.Б. Лотоцкого В.А., Рыжикова Ю.И. 

Однако в большинстве этих работ используется предположение о нормаль-

ном законе распределения рассматриваемых случайных величин. Во многом это 

было обусловлено существующей в научных исследованиях традицией его приме-

нения в отсутствии достаточного объема статистических данных. Попытки воспол-

нить отсутствие исходной информации экспертными оценками были предприняты 

в работах Петрусевича А.В., который предложил неопределенность спроса моде-

лировать на основе вариационного спектра оценок экспертов. Исходя из предполо-

жения о равнозначности представленных экспертных оценок, автор обосновывает 

возможность использования равномерного распределения для описания отклоне-

ний в объемах спроса и времени поставки. Однако такое предположение не пред-

ставляется обоснованным с точки зрения практики. 
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Кроме того, при оптимизации товарных потоков в критериях и ограничениях 

моделей не учитывается ряд практически важных издержек, как, например, из-

держки выплаты неустоек и издержки, связанные с риском потери клиентов в ре-

зультате недопоставок или неполного удовлетворения спроса. 

Необходимость повышения эффективности управления запасами и тем са-

мым конкурентоспособности компаний на основе оптимизации момента назначе-

ния и объема поставки с учетом случайного характера фактического времени по-

ставки и спроса и адекватного практике управления запасами состава издержек 

этого процесса и предопределили выбор объекта, предмета, цели и задач диссерта-

ционного исследования. 

Цель и задачи исследования. Целью диссертационного исследования явля-

ется разработка стохастических моделей оценки параметров и оптимального управ-

ления товарными запасами по показателям объемов и сроков поставки в условиях 

неопределенности времени поставки и размеров спроса, обуславливающей риски 

возникновения дополнительных издержек. 

В соответствии с этой целью в работе поставлены и решены следующие за-

дачи: 

1) выявлены направления совершенствования существующих подходов и мо-

делей управления запасами в условиях неопределенности спроса и времени по-

ставки; 

2) расширен состав и уточнено содержание издержек, обусловленных нару-

шениями сроков поставки товаров и ошибками в оценке их объемов, в том числе и 

в связи с ошибками в оценках спроса; 

3) предложены альтернативные варианты распределений, которые можно ис-

пользовать для моделирования случайных отклонений в спросе и времени поставки 

при оценке и управлении товарными запасами при недостаточной исходной инфор-

мации; 
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4) предложены варианты критериев эффективности управления сроками по-

ставок, учитывающие расширенный состав детерминированных и случайных из-

держек, с использованием которых разработаны нелинейные непрерывные опти-

мизационные стохастические модели оценки момента назначения поставки при 

фиксированных сроках заказов;  

5) предложены варианты критериев эффективности управления объемами 

поставок, учитывающие расширенный состав детерминированных и случайных из-

держек, с использованием которых разработаны нелинейные непрерывные опти-

мизационные стохастические модели оценки объемов поставки при фиксирован-

ных сроках доставки товаров длительного и ограниченного сроков хранения;  

6) проведена верификация разработанных моделей оптимизации момента по-

ставки и объема поставки для автотранспортных и железнодорожных однономен-

клатурных поставок. 

Объект и предмет исследования. Объектом диссертационного исследова-

ния является система управления товарными запасами предприятия. Предметом 

исследования являются модели и методы оптимизации процессов управления запа-

сами предприятия в условиях неопределенности параметров внешней среды. 

Область исследования. Результаты диссертационного исследования соот-

ветствуют Паспорту специальностей ВАК при Министерстве науки и высшего об-

разования Российской Федерации по специальности 08.00.13 – Математические и 

инструментальные методы экономики и пунктам областей исследования, а именно: 

п. 1.4 Разработка и исследование моделей и математических методов анализа мик-

роэкономических процессов и систем: отраслей народного хозяйства, фирм и пред-

приятий, домашних хозяйств, рынков, механизмов формирования спроса и потреб-

ления, способов количественной оценки предпринимательских рисков и обоснова-

ния инвестиционных решений, п. 2.3 Разработка систем поддержки принятия ре-

шений для рационализации организационных структур и оптимизации управления 

экономикой на всех уровнях.  



9 

 

 

 

Теоретическая и методологическая основа исследования. Теоретической 

и методологической основой исследования являются труды отечественных и зару-

бежных специалистов по проблемам логистики, управления цепями поставок, 

управления запасами, управления рисками, исследования операций и методам оп-

тимизации.  

Методы исследования. В ходе выполнения исследования использовались 

методы математического анализа, теории оптимизации, финансового анализа, ма-

тематического программирования, теории вероятностей и математической стати-

стики, методы оптимизационного моделирования. Для проведения расчетов на ос-

нове построенных моделей использовался программные пакеты «Microsoft Excel» 

и «Matlab». 

Научная новизна исследования. Научная новизна диссертационного иссле-

дования состоит в разработке комплекса нелинейных непрерывных стохастических 

оптимизационных моделей управления запасами в условиях неопределенности 

спроса и времени поставки с уточненными критериями на минимум издержек 

управления запасами и максимум прибыли, учитывающими расширенный состав и 

стохастический характер дополнительных издержек, обусловленных сверхнорма-

тивным хранением, дефицитом, выплатами штрафов и пени, потерями продукции 

ограниченного срока хранения, риском потери клиентов и т.д., и аналитических ме-

тодов решения оптимизационных задач определения объемов и сроков поставок 

при треугольных распределениях отклонений реальных величин спроса и времени 

поставки от ожидаемых.  

Наиболее существенные результаты исследования, полученные лично авто-

ром и выдвигаемые на защиту, состоят в следующем: 

1) расширен состав и уточнено содержание издержек управления запасами, 

среди которых наряду с традиционными издержками дефицита и хранения учтены 

издержки рисков потери клиентов, выплат штрафов, пени, возникающие в резуль-

тате нарушения договорных обязательств, потери просроченной продукции с огра-

ниченным сроком хранения; 
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2) обоснована целесообразность использования треугольного распределения 

для представления неопределенности случайных отклонений фактического мо-

мента поставки от момента назначенной поставки, а также фактического спроса от 

ожидаемого в случае недостаточности статистических данных; 

3) разработаны нелинейные непрерывные стохастические модели оптимиза-

ции моментов назначения поставок в условиях неопределенности спроса и времени 

доставки и с фиксированными временами заказов с критериями на минимум мате-

матического ожидания различных вариантов суммарных издержек, включая допол-

нительные издержки дефицита, хранения нереализованной продукции, а также 

начисления неустоек за нарушение условий контрактных обязательств, в виде фик-

сированных штрафов и пени;  

4) разработаны нелинейные непрерывные стохастические модели оптимиза-

ции объемов поставки в условиях неопределенности спроса и времени доставки с 

критериями на максимум математического ожидания прибыли и минимум матема-

тического ожидания суммарных издержек, в составе которых учитываются допол-

нительные издержки хранения нереализованной продукции, риски потери клиен-

тов и риски потери просроченной продукции с ограниченным сроком хранения;  

5) обоснованы алгоритмы аналитического решения задач оптимизации вре-

мени назначения поставки и объема поставки и на их основе получены параметри-

ческие аналитические решение этих задач для треугольных распределений случай-

ных отклонений фактического момента поставки от момента назначенной поставки 

и отклонений фактического спроса от его предполагаемого уровня;  

6) с использованием разработанных моделей оптимизации момента и объема 

поставок для автотранспортных и железнодорожных однономенклатурных поста-

вок получены решения задач оптимального управления запасами, свидетельствую-

щие о возможном снижении издержек на 5-7%. 

Теоретическая и практическая значимость диссертационного исследо-

вания. Теоретическая значимость результатов диссертационного исследования за-

ключается в развитии подходов, оптимизационных моделей и методов управления 



11 

 

 

 

процессом организации поставок в системах управления запасами торговых и про-

изводственных предприятий, использование которых обеспечивает повышение фи-

нансовой устойчивости и конкурентоспособности торговых и производственных 

предприятий. 

Практическая значимость исследования заключается в возможности исполь-

зования его результатов в практике операционного управления запасами торговых 

и производственных предприятий, в целях повышения эффективности их деятель-

ности, повышения конкурентоспособности и надежности поставок на основе со-

вершенствования управления запасами. Разработанные математические оптимиза-

ционные модели могут быть использованы в качестве теоретической основы в си-

стемах поддержки принятия решений при управлении товарными запасами торго-

вых и производственных предприятий. 

Апробация и внедрение результатов исследования. Достоверность резуль-

татов и выводов диссертационного исследования подтверждается их соответствием 

методологическим положениям теории управления запасами, применением ком-

плекса методов аналитического исследования, использованием методов математи-

ческого анализа, теории вероятностей и математической статистики. Научные ре-

зультаты подтверждаются практическими расчетами. 

Полученные в ходе диссертационного исследования результаты были апро-

бированы в практике управления запасами в компании ООО «Сахар-Пром» и дали 

положительный эффект, подтвержденный актом о внедрении. 

Основные научные положения и результаты диссертационной работы докла-

дывались и получили одобрение на: III Международной научно-практической кон-

ференции «Инновационная экономика и менеджмент: Методы и технологии» 

(г. Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова, 2018 г.), XVII-XVIII международной 

научно-практической конференции «Актуальные вопросы экономических наук и 

современного менеджмента» (г. Новосибирск, 2019 г.), XIX Международной науч-

ной конференции «Научный диалог: Экономика и менеджмент» (г. Санкт-Петер-
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бург, 2019 г.), Международной научно-практической конференции «XXXII Плеха-

новские чтения» (г. Москва, ФГБОУ ВО «РЭУ им. Г.В. Плеханова», 2019 г.), XХVI 

Международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых ученых 

«Ломоносов» (г. Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова, 2019 г.). 

Публикации. По теме диссертационного исследования опубликовано 9 пе-

чатных работ общим объемом – 9,42 п.л. (авторских – 8,47 п.л.), в том числе 7 пе-

чатных работ в изданиях из Перечня рецензируемых научных изданий, в которых 

должны быть опубликованы основные научные результаты диссертации на соиска-

ние ученой степени кандидата наук общим объемом – 7,63 п.л. (авторских – 

6,68п.л.). 

Структура и объем диссертационной работы. Работа состоит из введения, 

четырех глав, заключения, списка литературы и приложений. Общий объем дис-

сертации составляет 224, включая 22 рисунка, 12 таблиц, список литературы из 126 

наименований и 17 приложений на 31 странице. 
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Глава 1 Современное состояние исследования задач управления запасами 

 

 

1.1 Процесса управления запасами и его основные характеристики 

 

 

Эффективное управление запасами позволяет хозяйствующим субъектам 

сформировать эффективную политику, в следствие которой повышается конкурен-

тоспособность компании в условиях рыночной борьбы. Для этого, чтобы принять 

верное решение, следует формализовать максимальное количество данных, пра-

вильно описывающих как саму компанию, но и внешнюю среду, которая ее окру-

жает. Именно рациональная организация материально-технического снабжения со-

ставляет суть процесса логистики. 

В Римской империи под логистикой понималось правильное распределение 

продовольствия. В период правления византийского императора Леона считалось, 

что вопросами логистики считаются снаряжение войск, снабжение их военным 

имуществом, полное своевременное удовлетворение их потребностей и соответ-

ственно организация любого военного похода.  

В дальнейшем понятия логистики расширилось и стало включать в себя все 

операции, направленные на балансирование спроса и наличия товара, ориентиро-

ванные на повышение конкурентоспособности предприятий. 

В силу того, что потоки, управляемые в рамках логистической деятельности, 

существенно разнятся по своему характеру и имеют свою специфику, рассматри-

вают следующие типы логистики:  

 закупочную логистику, связанную с обеспечением производственного про-

цесса;  

 производственную логистику;  

 сбытовую логистику;  
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 транспортную логистику;  

 информационная логистика. 

В зарубежной литературе отмечается, что существенное улучшение показа-

теля, отражающего отношение прибыли, полученной от реализации товаров или 

услуг, к инвестированному капиталу наблюдают компании, использующие логи-

стическую теорию, заключающеюся в оптимизации издержек [22, с. 55-56]. Оче-

видно, что сокращением издержек процесса управления запасами, логистика поз-

воляет компании повысить свою конкурентоспособность.  

Текущими затратами для арендатора, считаются аренда складских помеще-

ний, транспортных средств и прочего оборудования. Вместо приобретения соб-

ственных средств для работы на складе и перевозки, привлекаются третьи фирмы 

для их осуществления, тем самым основной капитал заменяется на текущие рас-

ходы. Это значительно сказывается на соотношении внешних финансовых обяза-

тельств и размере капитала компании. 

Уровень конкурентоспособности компании определяет трансформирующая 

функция, т.е. соотношение входных и выходных параметров. Выходными парамет-

рами, определяемыми в основном внешней средой, является выручка от реализации 

продукции и оказания услуг. Показателями, на которые воздействие компании 

ограничивается рыночными условиями, являются спрос на продукцию и равновес-

ная цена. Повышая уровень и качество использования ресурсов и снижая затраты, 

компания может совершенствовать свои бизнес-процессы. 

Процесс управления запасами представляет собой совокупность действий по 

формированию и пополнению запасов, что в свою очередь предполагает постоян-

ство процессов мониторинга состояния запасов, прогнозирования потребностей и 

своевременного планирования заказов.  

Методы исследования состояния запасов и их потребностей, а также правила 

принятия решений по созданию запасов, представленные в виде положений и внут-

рекорпоративных правил, формируют базу системы управления запасами. 
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Воздействуя на параметры спроса, заказов, поставок и уровня запасов можно 

управлять запасами. Основными параметрами спроса являются: 

 интенсивность потребления товара за период; 

 временные характеристики дискретного спроса (временные промежутки 

между моментами возникновения спроса); 

Интенсивность потребления товарного запаса, определяемая спросом на дан-

ный товар и характеризующая его изменение в каждую единицу времени, является 

основным параметром. Интенсивность потребления может трактоваться по-раз-

ному, в частности, быть статической или динамической характеристикой. 

Параметрами заказа и поставок являются: 

 размер заказа; 

 интервал или цикл поставки; 

 интервал отставания поставки; 

 размер партии поставки; 

 точка заказа. 

Интервал, или цикл поставки определяет период времени между двумя со-

седними поставками. Основным параметром поиска для большинства задач логи-

стики, является интервал совместно с размером партии поставки, характеризую-

щий интенсивность пополнения запаса. 

Интервал отставания (запаздывания) поставки - это период времени между 

моментом поступления заказа на материальный ресурс и моментом его привоза на 

склад фирмы. Иногда называется периодом выполнения заказа. 

Точка заказа (order point) это момент времени, в который необходимо сделать 

очередной заказ, равный минимальному допустимому уровню запаса, чтобы логи-

стическая система работала без дефицита. 
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1.2 Стохастические модели управления запасами 

 

 

Стохастические модели максимально точно воспроизводят физические про-

цессы в реальной системе, в которой нередко возникает неопределенность, связан-

ная с неточностью, либо неполнотой данных относительно условий реализации яв-

лений или процессов. Из-за воздействия неопределенных факторов, возникает 

риск, который в основном оказывает большое влияние на результат. В следствии 

этого, при моделировании стохастической математической модели очень важно 

учесть данные обстоятельства, в отличие от детерминированных моделей, в кото-

рых данные условия можно проигнорировать. 

Нужная модель выбирается по виду неопределенности. Следовательно, необ-

ходимо отличать не являются случайными, их невозможно описать вероятностным 

законом распределения, либо о них пока нет необходимого количества данных из-

за их новизны. 

Рассмотрим некоторые стохастические экономико-математические модели 

систем управления запасами. В публикации рассмотрена задача оптимизации си-

стемы управления запасами с учетом временной стоимости денег, в виде задачи 

принятия решений в условиях неопределенности, кроме того, были представлены 

алгоритмы [6]. Эта модель позволяет учитывать случайные потери прибыли, обу-

словливаемые жалобами на качество продукции поставщиков. 

Благодаря развитию компьютерных технологий для решения задач оптими-

зации управления запасами стали широко использовать метод имитационного мо-

делирования. Появились публикации, использующие этот метод для исследования 

и оптимизации управления запасами [24, 42]. 

В работе представлена стохастическая модель управления запасами и соот-

ветствующая ей эффективная стратегия для торговой фирмы, основанная на пери-

одическом мониторинге уровня запаса товаров [27]. Фактором неопределенности в 
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модели является потребительский спрос. Разработанная эффективная стратегия по-

лучена по критерию максимизации прибыли с учетом ограничений на уровень кли-

ентского обслуживания.  

В работе исследованы взаимосвязи между торговыми предприятиями, позво-

ляющие выявить, с помощью оценок характера спроса, объема ассортимента, кон-

троля уровня остатков и их пополнения, системы организации реализации товара, 

территориальной распределенности поставщиков, условий их взаимодействия, 

наиболее важные задачи управления запасами [52].  

Влияние стратегий управления запасами на экономические показатели пред-

приятия широко представлены в научной литературе [1, 2, 7, 9, 10, 72, 73, 96, 98]. 

Наибольшую сложность для анализа представляют собой процессы, содержащие 

случайные или неопределенные параметры [7, 8, 9, 10, 11, 28, 97]. Учет неопреде-

ленностей является сложной задачей, требующей усилий высоко квалифицирован-

ных специалистов, что возможно является причиной того, что лишь часть крупных 

компаний в РФ использует математическое моделирование и, в частности, стоха-

стическое моделирование для оптимизации решений, связанных с управлением за-

пасами. В практике подавляющего большинства компаний встречается ориентация 

на подмену недетерминированных параметров их средними показателями. При-

меры такого упрощенного подхода можно найти в книге, авторы которой отме-

чают, что «проблемы, связанные с неопределенностью времени поставки заказа и 

изменением значения спроса во времени, являются особенно сложными» [66, с. 23]. 

В своей работе они приводят упрощенную модель, исходя из удовлетворения сред-

него спроса в течение среднего времени поставки заказа, в которой отсутствие за-

паса может появиться во многих циклах запаса, функционирующих в течение года. 

Как промежуточный альтернативный вариант между ориентацией на усред-

ненные показатели и использование методов математического моделирования в 

ряде научных публикаций рассматриваются и предлагаются для практического ис-

пользования псевдооптимальные алгоритмы, например, в работе [93]. 
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В реальности практически всегда имеет место быть неопределенность, свя-

занная с неточностью информации о спросе, временными задержками поставок, 

порчей продукции и другими. Учет в моделях факторов неопределенности позво-

ляет найти наиболее эффективную стратегию управления запасами в условиях та-

ких неопределенностей. Различные модели, учитывающие неопределенность, были 

ранее рассмотрены, в частности, в работах [43, 44, 45, 46, 47, 76, 81-84, 102] и во 

многих других научных публикациях, однако в постановке, приведенной в данной 

диссертации, задача ранее не рассматривалась. Например, в статье [71] неопреде-

ленность спроса моделировалась на основе вариационного спектра оценок экспер-

тов, что, исходя из предположения о равнозначности представленных экспертных 

оценок, приводило автора к рассмотрению равномерного распределения в отличие 

от подхода, представленного в данной статье. 

В работах А.С. Кокина и В.Н.Ясенева был предложен метод постоянного за-

каза, который также исходил из нахождения баланса между затратами на хранение 

запасов и убытками от ситуаций дефицита товарной продукции [38, с. 130-152]. 

Однако в отличии от моделей, рассмотренных в данной диссертационной работе, 

убытки, возникающие вследствие дефицита запасов, рассматривались как незави-

сящие от продолжительности периода дефицита, а зависящими лишь от объема де-

фицита и числа периодов дефицита.  

В работах Г.Л. Бродецкого рассматривался широкий спектр моделей оптими-

зации размеров товарных партий с учетом неопределенности спроса, себестоимо-

сти товара и цены реализации. Им, в отличии от рассматриваемых в данной работе 

постановок рассматривался сценарный подход к учету неопределенности [11]. 

Методы дискретной оптимизации также использовались и в работе, в кото-

рой автор рассматривает полную группу случайных событий и конечный набор вы-

бираемых альтернатив, далее строится матрица полезности и используется один из 

известных методов выбора эффективных решений для матричных неантагонисти-

ческих игр [103]. 
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В работе авторы рассматривают неопределенность спроса в виде стандарт-

ного винеровского процесса, с оцененными математическими ожиданиями и стан-

дартными отклонениями объемов потребления отдельных продуктов в единицу 

времени [67]. При этом они исходят из предположения о нормальном законе рас-

пределения объемов ежедневных спросов. 

Хотелось бы также отметить работу, в которой авторы используют в качестве 

целевого критерия не традиционный подход минимизации издержек хранения и де-

фицита, а целевую установку, которую можно сформулировать, как «поддержание 

минимально необходимого уровня товарных запасов для обеспечения бездефицит-

ных продаж» [89]. 

Еще один отличный от традиционного критерия оптимизации рассматривают 

авторы в работе [85]. В качестве целевого критерия предлагается использовать ма-

тематическое ожидание прибыли компании от реализации закупленного товара. 

Для решения задачи оптимального формирования многономенклатурного заказа 

необходимо максимизировать среднюю чистую прибыль компании. Издержки ком-

пании на формирование и поддержания запаса учитываются, но в целевой функции 

рассматриваются не они, а прибыль. 

Нельзя не отметить работы, в которых рассматривается задача управления 

многономенклатурными запасами в условиях возможной не стационарности 

спроса [55, 56]. Предполагается, что нет достаточной информации для формирова-

ния законов распределения спросов на отдельные виды товаров. Однако рассмат-

ривается информация об изменении уровня спроса на отдельные товары. Автор 

предлагает рассмотреть тренды изменения спроса. После этапа экспертного про-

гнозирования, решается детерминированная много-продуктовая задача управления 

запасами. 

В работе рассматривается схема решения, основывающаяся на случайном 

времени задержки и случайном спросе с использованием (s, S)-стратегии [3]. Суть 

данной стратегии в том, что величина запаса в конце каждого временного периода 

сравнивается с уровнем s и при s> y производится заказ в размере (S – y). В работе 
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рассматривается задача определения оптимальных уровней s, S при наличии слу-

чайной задержки и случайного спроса. Оптимальные значения s, S определяются 

путем минимизации отклонения текущих затрат от искомых оптимальных. Анало-

гичный метод был рассмотрен и в зарубежных работах [104, 126]. 

Таким образом, ознакомившись с приведенными исследованиями, можно 

сделать следующие обобщающие выводы, касающиеся полученных результатов 

большинства работ. Во-первых, в подавляющем большинстве рассматриваемых 

моделей нахождение оптимального решения предполагается не аналитическими, а 

методами вычислительного характера, зачастую весьма трудоемкими, что услож-

няет использование модели. Во-вторых, во многих исследованиях случайные ха-

рактеристики моделей учитываются не путем их усреднения, а представляются за-

данными законами распределения. Чаще всего товарный спрос описывается нор-

мальным законом распределения. Однако на практике адекватность использования 

нормального закона распределения может либо не подтверждаться, либо может от-

сутствовать необходимые статистические данные для обоснования данной гипо-

тезы. В-третьих, в качестве оптимизационных функций, как правило, выступают 

минимизация средних общих затрат, или максимизация ожидаемой общей при-

были.  

В данной диссертационной работе описаны стохастические модели управле-

ния запасами предприятий с учетом неопределенности спроса и времени поставки 

продукции, которые по мнению большинства авторов являются основными носи-

телями неопределенности в системах управления запасами. В качестве законов рас-

пределения, описывающих данные неопределенности, рассматриваются треуголь-

ные распределения, которые могут быть получены на практике методами эксперт-

ного оценивания, например, в случае отсутствия достаточного объема статистиче-

ских данных. Приводятся формализации задач отыскания оптимального момента 

назначения поставки или оптимального объема поставки и их решения аналитиче-

скими методами. 
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Глава 2 Математические модели оптимизации времени назначения поставки 

 

 

В основном в научной литературе представлены детерминированные модели 

управления запасами. Основными переменными оптимизации в таких моделях яв-

ляются объем и момент поставки. Как правило, в моделях управления запасами ис-

пользуется прогнозные средние ожидаемые величины спроса на некоторый интер-

вал периодов, рассматриваемые как детерминированные. Очевидна некоррект-

ность такого подхода, поскольку при любом способе прогнозирования спроса неиз-

бежен риск ошибки оценки ожидаемого объема спроса. 

Аналогично спросу моментом поставки, в большинстве случаев также не яв-

ляется детерминированным. Особенно ярко это проявляется в практике торговых 

организаций, ориентированные на импортные поставки с длительными сроками до-

ставки, например, оптовые продавцы мебели, реализующие мебель европейских, 

азиатских и даже южноамериканских марок. Процесс доставки товаров удаленных 

поставщиков, как правило, включает в себя множество операций, такие как: пере-

грузки на различные виды транспорта, таможенные процедуры, переукомплекто-

вание и так далее. Причинами задержки доставки могут быть и исправления по-

грузки, и устранении перегруза, исправлении технического или коммерческого со-

стояния вагонов и контейнеров и т.д. 

Как отмечал автор в работе «можно говорить о том, что ключевым методом 

управления запасами является прогнозирование состояния запасов в условиях не-

определенности с последующим применением мер, корректирующих трансформа-

ции товаропотоков в логистической цепочке [26]. С учетом того, что такие меры 

(методы), обеспечивают изменение размеров партий и периодов поставок сырья». 

Во второй главе диссертации автором были разработаны стохастические не-

линейные оптимизационные модели управления запасами, а именно оптимизации 

времени назначения поставки. В качестве критерия оптимизации рассматривалось 

математическое ожидание суммарных издержек избыточного хранения, дефицита 
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товара, учитываемая, как упущенная выгода и риски выплаты неустоек в связи с 

нарушением сроков поставки. Оптимизационные задачи определения момента 

назначения поставки были аналитически решены для треугольного распределения 

случайных отклонений сроков доставки и спроса на товар. Задачи оптимизации мо-

мента поставки рассматривались ранее в работах О.А. Свиридовой и О.А. Косору-

кова, однако эти авторы ориентировались на закон нормального распределения, ко-

торый не обеспечивает адекватности, например, в случае несимметричности слу-

чайных отклонений [41-48], [81-84]. 

В моделях, представленных в данной главе, объем заказа предполагается из-

вестной детерминированной величиной. Такая ситуация характерна для случая 

блочных, например, контейнерных поставок. Иногда компании ориентированы на 

фиксированные объемы заказов в силу использования мини-максных (s, S) страте-

гий управления запасами, которые предполагают пополнение складских запасов 

объемами фиксированными для каждой товарной позиции. 

 

 

2.1 Модель оптимизации времени назначения поставки с учетом 

неопределенности спроса по критерию минимизации дополнительных 

издержек 

 

 

Разработанная оптимизационная модель позволяет находить наилучший мо-

мент поставки по критерию на минимум математического ожидания интегральных 

дополнительных издержек, возникающих из-за отклонений в прогнозируемых сро-

ках окончания товара на складе. Закон случайных отклонений в спросе предпола-

гается известным, полученным на основании статистических данных о спросе на 

товар за предыдущий период, либо если таких данных не имеется на основании 

оценок экспертов. Этих данных достаточно для построения распределения вероят-

ностей для случайной величины спроса. Основные результаты данного параграфа 

опубликованы автором в работе [57]. 
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В данной модели источником риска является отличие реальных значений по-

требительского спроса от ожидаемого. Кроме того, предположим, что время по-

ставки является строго детерминированным, т.е. выполнение заказа на завоз товара 

всегда происходит точно в срок. 

Неопределенность в данной модели выражается через отклонения фактиче-

ского времени окончания товара на складе от прогнозируемого согласно соотноше-

нию (2.1): 

𝛼 = 𝛼0 + Δ𝛼,                                                       (2.1) 

 

где 𝛼0 - прогнозируемое время обнуления запаса товара, Δ𝛼 - случайная величина, 

описывающая отклонение реального времени окончания товара на складе от про-

гнозного. 

Предполагаем, что случайная величина Δ𝛼 имеет треугольный закон распре-

деления на отрезке [𝑎, 𝑏]. Параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 – определяются из статистических дан-

ных, либо с помощью оценок экспертов, при соблюдение следующего условия: 𝑎 ≤

𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏, где 𝑎 - нижний предел, 𝑏 - верхний предел, 𝑐 - мода (значение, встре-

чающиеся в распределении наиболее часто). В частном случае 𝑎 = 𝑐 или 𝑐 = 𝑏 тре-

угольное распределение строится по двум точкам. Тогда случайной величине вре-

мени фактического обнуления товара α соответствует треугольное распределение 

на отрезке [𝛼0 + a; 𝛼0 + b]. На рисунке 2.1 изображен график плотности распреде-

ления случайной величины Δ𝛼 . Использование треугольного распределения 

вполне адекватно во многих реальных задачах и имеет существенные преимуще-

ства при недостаточном объеме статистических выборок, т.к. для его использова-

ния можно воспользоваться оценками экспертов. 
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Рисунок 2.1 – Плотность распределения Δα 

Источник: составлено автором на основе известного закона треугольного 

распределения 

 

С одной стороны, из-за раннего привоза товара могут возникнуть затраты на 

хранение излишка на складе. Допустим объем партии товара является фиксирован-

ным и равен 𝑄. В этом случае дополнительные складские затраты для объема 𝑄 в 

течении времени от 𝑡∗ и до момента фактического окончания товара α, в случае, 

когда завоз товара был произведен раньше момента времени 𝑡∗  (𝑡∗ < 𝛼), могут 

быть выражены соотношением (2.2):  

 

𝐼 = 𝑝𝑄(𝛼 − 𝑡∗),                                                    (2.2) 

 

где 𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – цена удельных складских издержек единичного объема товара. 

С другой стороны, из-за позднего привоза товара может возникнуть дефицит 

товара, который приведет к упущенной выгоде. Размер этой упущенной выгоды от 

момента фактического окончания товара на складе 𝛼 и до момента поступления но-

вой партии товара на склад 𝑡∗ в объеме 𝑄, в случае, когда завоз товара был произ-

веден позже момента времени 𝑡∗  (𝑡∗ > 𝛼), может быть выражен соотношением 

(2.3): 
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𝐷 =
𝑄

𝛼0
𝑧(𝑡∗ − 𝛼),                                                  (2.3) 

 

где 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – удельная прибыль от реализации товара, 
𝑄
𝛼0⁄  – оценка среднесу-

точного количества реализации товара. 

Суммарный объем дополнительных затрат, возникающих в следствие несвое-

временности завоза можно выразить соотношением (2.4): 

 

𝐼 + 𝐷 = {

𝑝𝑄(𝛼 − 𝑡∗), 𝑡∗ < 𝛼;
𝑄

𝛼0
𝑧(𝑡∗ − 𝛼), 𝑡∗ > 𝛼.

                                        (2.4) 

 

В качестве целевой функции интегральных дополнительных издержек при-

мем их математическое ожидание, поскольку интегральные издержки являются не-

прерывной случайной величиной. 

Пусть в рассматриваемой модели неопределенность спроса выражается слу-

чайной величиной Δ𝛼, которая распределена согласно треугольному закону рас-

пределения с плотностью, выраженной соотношением (2.5): 

 

𝜌(Δ𝛼) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

0, при Δ𝛼 < 𝑎;

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
, при 𝑎 ≤ Δ𝛼 < 𝑐;

2

(𝑏 − 𝑎)
, при Δ𝛼 = 𝑐;

2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
, при с < Δ𝛼 ≤ 𝑏;

0, при 𝑏 < Δ𝛼.

                            (2.5) 

 

В этом случае математическое ожидание интегральных дополнительных за-

трат, связанных с несвоевременностью завоза, выражается соотношением (2.6): 
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𝐹(𝑡∗) = ∫
𝑄

𝛼0
𝑧(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑎

+

+∫𝑝𝑄(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡
∗)𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼.

𝑏

𝑎

                         (2.6) 

 

Таким образом математически формализованная задача минимизации инте-

гральных дополнительных затрат, возникающая в процессе управления запасами, 

представленная соотношением (2.7), заключается в определении момента назначе-

ния поставки 𝑡∗, который обеспечит минимум математического ожидания общих 

дополнительных издержек. 

 

𝐹(𝑡∗) → min.
𝑡∗

                                                     (2.7) 

 

Представим соотношение (2.6) двумя слагаемыми (2.8): 

 

𝐹(𝑡∗) = 𝐹𝐷(𝑡
∗) + 𝐹𝐼(𝑡

∗).                                         (2.8) 

 

Первая из функций соотношения (2.8) представляется как (2.9): 

 

𝐹𝐷(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼0
𝑧(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼.

𝑏

𝑎

                       (2.9) 

 

Интеграл в формуле (2.9) существует при 𝑡∗ > 𝛼, это равносильно тому, что 

𝑡∗ > 𝛼0 + ∆𝛼, а значит, интеграл (2.9) существует и при 𝑡∗ − 𝛼0 > ∆𝛼. 

Рассмотрим четыре возможных случая. 

В первом случае, при 𝑡∗ − 𝛼0 < 𝑎, неравенство 𝑡∗ − 𝛼0 > ∆𝛼 не выполняется, 

следовательно, интеграл 𝐹𝐷(𝑡
∗) в области (−∞; 𝑎) не существует, а значит, примет 

вид, согласно формуле (2.10): 



27 

 

 

 

 

𝐹𝐷1(𝑡
∗) = 0.                                                      (2.10) 

 

Рассмотрим второй случай, когда 𝑎 ≤ 𝑡∗ − 𝛼0 < 𝑐. Неравенство 𝑡∗ − 𝛼0 > ∆𝛼 

выполняется на отрезке [𝑎; 𝑡∗ − 𝛼0] и не выполняется на отрезке (𝑡∗ − 𝛼0, 𝑏), сле-

довательно: 

𝐹𝐷2(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)
2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑡∗−𝛼0

𝑎

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ ∫ (𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)(Δ𝛼 − 𝑎)𝑑Δ𝛼

𝑡∗−𝛼0

𝑎

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
[ ∫ 𝑎(𝛼0 − 𝑡

∗)𝑑Δ𝛼

𝑡∗−𝛼0

𝑎

+ 

 

+ ∫ (𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎)Δ𝛼𝑑Δ𝛼 − ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑡∗−𝛼0

𝑎

] =

𝑡∗−𝛼0

𝑎

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[𝑎(𝛼0 − 𝑡
∗) ∙ 

 

∙ Δ𝛼|𝑎
𝑡∗−𝛼0 +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎)Δ𝛼

2|𝑎
𝑡∗−𝛼0 −

1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑡∗−𝛼0] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ [(𝑎𝛼0 − 𝑎𝑡
∗)(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑎) +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + +𝑎)(𝑡

∗2 − 2𝛼0𝑡
∗ + 𝛼0

2 − 𝑎2) − 

 

−
1

3
𝑡∗3 + 𝛼0𝑡

∗2 − 𝛼0
2𝑡∗ +

1

3
𝛼0

3 +
1

3
𝑎3] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[𝑎𝛼0𝑡
∗ − 𝑎𝛼0

2 − 

 

−𝑎2𝛼0 − 𝑎𝑡
∗2 + 𝑎𝛼0𝑡

∗ + 𝑎2𝑡∗ +
1

2
𝑡∗3 − 𝛼0𝑡

∗2 +
1

2
𝛼0

2𝑡∗ −
1

2
𝑎2𝑡∗ − 

 

−
1

2
𝛼0𝑡

∗2 + 𝛼0
2𝑡∗ −

1

2
𝛼0

3 +
1

2
𝑎2𝛼0 +

1

2
𝑎𝑡∗2 − 𝑎𝛼0𝑡

∗ +
1

2
𝑎𝛼0

2 −
1

2
𝑎3 − 
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−
1

3
𝑡∗3 + 𝛼0𝑡

∗2 − 𝛼0
2𝑡∗ +

1

3
𝛼0

3 +
1

3
𝑎3
] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[
1

6
𝑡∗3 + (−

1

2
𝑎 − 

 

−
1

2
𝛼0) 𝑡

∗2 + (
1

2
𝑎2 + 𝑎𝛼0 +

1

2
𝛼0

2) 𝑡∗ −
1

2
𝑎𝛼0

2 −
1

2
𝑎2𝛼0 −

1

6
𝛼0

3 −
1

6
𝑎3] = 

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
[
1

6
𝑡∗3 −

1

2
(𝑎 + 𝛼0)𝑡

∗2 +
1

2
(𝑎 + 𝛼0)

2𝑡∗ −
1

6
(𝑎 + 𝛼0)

3] = 

 

=
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 + 𝛼0)

3. 

 

Таким образом, во втором случае из формулы (2.9) получаем формулу (2.11): 

 

𝐹𝐷2(𝑡
∗) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑡∗ − 𝑎 + 𝛼0)
3.                  (2.11) 

 

Рассмотрим третий случай, когда 𝑎 < 𝑐 ≤ 𝑡∗ − 𝛼0 < 𝑏 . Неравенство 𝑡∗ −

𝛼0 > ∆𝛼 выполняется на отрезках [𝑎; 𝑐] и [𝑐; 𝑡∗ − 𝛼0] и не выполняется на отрезке 

(𝑡∗ − 𝛼0; 𝑏), следовательно: 

𝐹𝐷3(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)
2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+ ∫
𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ −

𝑡∗−𝛼0

𝑐

 

 

−𝛼0 − Δ𝛼
)

2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)

𝑐

𝑎

(Δ𝛼 − 

 

−𝑎
)𝑑Δ𝛼 +

1

(𝑏 − 𝑐)
∫ (𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)(b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑡∗−𝛼0

𝑐

] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 
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∙ (∫𝑎(𝛼0 − 𝑡
∗)𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 − ∫Δ𝛼
2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

𝑐

𝑎

)+
1

(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ ( ∫ 𝑏(𝑡∗ − 𝛼0)𝑑Δ𝛼

𝑡∗−𝛼0

𝑐

+ ∫ (−𝑡∗ + 𝛼0 − 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 + ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑡∗−𝛼0

𝑐

)

𝑡∗−𝛼0

𝑐

] = 

 

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝛼0 − 𝑡

∗)Δ𝛼|𝑎
𝑐 +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 +𝑎)Δ𝛼

2|𝑎
𝑐 −

1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑐) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏(𝑡∗ − 𝛼0)Δ𝛼|𝑐

𝑡∗−𝛼0 −
1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎)Δ𝛼

2|𝑐
𝑡∗−𝛼0 +

1

3
Δ𝛼3|𝑐

𝑡∗−𝛼0)] = 

 

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝛼0 − 𝑎𝑡

∗)(𝑐 − 𝑎) +
1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎) (𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎) − 

 

−
1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2)) +

1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝑡∗ − 𝑏𝛼0)(𝑡

∗ − 𝛼0 − 𝑐) −
1

2
(𝑡∗ − 

 

−𝛼0 + 𝑏)(𝑡
∗2 −2𝛼0𝑡

∗ ++𝛼0
2 − 𝑐2) +

1

3
𝑡∗3 − 𝛼0𝑡

∗2 + 𝛼0
2𝑡∗ −

1

3
𝛼0

3 − 

 

−
1

3
𝑐3)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[𝑎𝛼0 − 𝑎𝑡
∗ +

1

2
𝑐𝑡∗ +

1

2
𝑎𝑡∗ −

1

2
𝛼0𝑐 −

1

2
𝛼0𝑎 +

1

2
𝑎𝑐 + 

 

+
1

2
𝑎2 −

1

3
𝑐2 −

1

3
𝑎𝑐 −

1

3
𝑎2 +

1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏𝑡∗2 − 𝑏𝛼0𝑡

∗ − 𝑏𝑐𝑡∗ − 𝑏𝛼0𝑡
∗ + 

 

+𝛼0
2𝑏 + 𝑏𝑐𝛼0 −

1

2
𝑡∗3 + 𝛼0𝑡

∗2 −
1

2
𝛼0

2𝑡∗ +
1

2
𝑐2𝑡∗ +

1

2
𝛼0𝑡

∗2 − 𝛼0
2𝑡∗ + 
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+
1

2
𝛼0

3 −
1

2
𝛼0𝑐

2 −
1

2
𝑏𝑡∗2 + 𝑏𝛼0𝑡

∗ −
1

2
𝛼0

2𝑏 +
1

2
𝑏𝑐2 +

1

3
𝑡∗3 − 𝛼0𝑡

∗2 + 

 

+𝛼0
2𝑡∗ −

1

3
𝛼0

3 −
1

3
𝑐3)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
(𝑐 − 𝑎)𝑡∗ +

1

6
(𝑎 −𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(−

1

6
𝑡∗3 + (

1

2
𝑏 +

1

2
𝛼0) 𝑡

∗2 + (−
1

2
𝛼0

2 − 𝑏𝛼0 − 𝑏𝑐 +
1

2
𝑐2) 𝑡∗ + 

 

+
1

6
𝛼0

3 +
1

2
𝛼0

2𝑏 + 𝑏𝑐𝛼0 −
1

2
𝛼0𝑐

2 +
1

2
𝑏𝑐2 −

1

3
𝑐3) ] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

6
(𝑎 − 𝑐) ∙ 

 

∙ (3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡
∗) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(−

1

6
𝑡∗3 + (

1

2
𝑏 +

1

3
𝛼0 +

1

6
𝛼0 +

1

3
𝑐 −

1

3
𝑐) ∙ 

 

∙ 𝑡∗2 + (−
1

2
𝛼0

2 −
1

2
𝛼0𝑐 +

1

2
𝛼0𝑐 − 𝑏𝛼0 − 𝑏𝑐 +

1

2
𝑐2) 𝑡∗ +

1

6
(𝛼0 + 𝑐)

2(𝛼0 + 

 

+3𝑏 − 2𝑐))] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[
1

6
(𝑎 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + +2𝑐 − 3𝑡

∗) +
1

(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (−
1

6
𝑡∗3 +

1

3
(𝛼0 + 𝑐)𝑡

∗2 +
1

6
(𝛼0 + 3𝑏 − 2𝑐)𝑡

∗2 −
1

3
(𝛼0 + 𝑐)(𝛼0 + 3𝑏 − 

 

−2𝑐)𝑡∗ −
1

6
(𝛼0 + 𝑐)

2𝑡∗ +
1

6
(𝛼0 + 𝑐)

2(𝛼0 + 3𝑏 − 2𝑐) ) ] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[
1

6
(𝑎 − 

 

−𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡
∗) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(
1

6
(𝛼0 +𝑐)

2 −
1

3
(𝛼0 + 𝑐)𝑡

∗ +
1

6
𝑡∗2) ∙ 

 

∙ (𝛼0 + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡
∗)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

6
(𝑎 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡

∗) + 
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+
1

6(𝑏 − 𝑐)
(𝛼0 + 𝑐 − 𝑡

∗)2(𝛼0 + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡
∗)]. 

 

Таким образом, в третьем случае из формулы (2.9) получаем формулу (2.12): 

 

𝐹𝐷3(𝑡
∗) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[(𝑎 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡
∗) +

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼0 + 𝑐 − 𝑡

∗)2(𝛼0 + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡
∗)].  

            (2.12) 

В четвертом случае, при 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑡∗ − 𝛼0, неравенство 𝑡∗ − 𝛼0 > ∆𝛼 выпол-

няется на всем отрезке [𝑎, 𝑏], следовательно: 

𝐹𝐷4(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)
2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫
𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ −

𝑏

𝑐

𝛼0 − 

 

−Δ𝛼) + ∫
𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼) ∙

𝑐

𝑎

 

 

∙ (Δ𝛼 − 𝑎)𝑑Δ𝛼 +
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝑡∗ − 𝛼0 − Δ𝛼)(b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (∫𝑎(𝛼0 − 𝑡
∗)𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫(𝑡∗ −

𝑐

𝑎

𝛼0 + 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 − ∫Δ𝛼
2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

) +
1

(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (∫𝑏(𝑡∗ − 𝛼0)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

+∫(−𝑡∗ + 𝛼0 − 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 + ∫Δ𝛼
2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

𝑏

𝑐

)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
∙ 
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∙ [
1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝛼0 − 𝑡

∗)Δ𝛼|𝑎
𝑐 +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎)Δ𝛼

2|𝑎
𝑐 −

1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑐) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏 ∙ 

 

∙ (𝑡∗ − 𝛼0) Δ𝛼|𝑐
𝑏 −

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎)Δ𝛼

2|𝑐
𝑏 +

1

3
Δ𝛼3|𝑐

𝑏) ] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ ((𝑎𝛼0 − 𝑎𝑡
∗)(𝑐 − 𝑎) +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 +𝑎) −

1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 

 

+𝑎2)) +
1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝑡∗ − 𝑏𝛼0)(𝑏 − 𝑐) −

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏) (𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) +

1

3
∙ 

 

∙ (𝑏 − 𝑐)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[𝑎𝛼0 − 𝑎𝑡

∗ +
1

2
𝑐𝑡∗ +

1

2
𝑎𝑡∗ −

1

2
𝛼0𝑐 − 

 

−
1

2
𝛼0𝑎 +

1

2
𝑎𝑐 +

1

2
𝑎2 −

1

3
𝑐2 −

1

3
𝑎𝑐 −

1

3
𝑎2 + 𝑏𝑡∗ − 𝑏𝛼0 −

1

2
𝑏𝑡∗ −

1

2
𝑐𝑡∗ + 

 

+
1

2
𝛼0𝑏 +

1

2
𝛼0𝑐 − −

1

2
𝑏2 −

1

2
𝑏𝑐 +

1

3
𝑏2 +

1

3
𝑏𝑐 +

1

3
𝑐2] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝑏𝑡∗ − 

 

−
1

2
𝑎𝑡∗ +

1

2
𝑎𝛼0 − 

1

2
𝑏𝛼0 +

1

6
𝑎𝑐 −

1

6
𝑏𝑐 +

1

6
𝑎2 −

1

6
𝑏2] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝑡∗(𝑏 − 

 

−𝑎) +
1

2
𝛼0(𝑎 − 𝑏) + 

1

6
𝑐(𝑎 − 𝑏) +

1

6
(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

1

6
(𝑎 − 𝑏) ∙ 

 

∙ (3𝛼0 + 𝑎 + 𝑏+𝑐 − 3𝑡
∗) =

𝐾1
3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝛼0). 

 

И наконец, в четвертом случае из формулы (2.9) получаем формулу (2.13): 
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𝐹𝐷4(𝑡
∗) =

𝐾1
3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝛼0).                          (2.13) 

 

Теперь рассмотрим второе слагаемое выражения (2.8), которое выражается 

следующей формулой (2.14): 

𝐹𝐼(𝑡
∗) = ∫𝑝𝑄(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡

∗)𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑎

.                     (2.14) 

 

Интеграл в формуле (2.14) существует при 𝑡∗ < 𝛼, это равносильно тому, что 

𝑡∗ < 𝛼0 + ∆𝛼, а значит, интеграл (2.14) существует и при 𝑡∗ − 𝛼0 < ∆𝛼. 

Рассмотрим четыре возможных случая. 

В первом случае, при 𝑡∗ − 𝛼0 < 𝑎 < 𝑏, неравенство 𝑡∗ − 𝛼0 < ∆𝛼 выполня-

ется на всем отрезке [𝑎, 𝑏], следовательно: 

 

𝐹𝐼1(𝑡
∗) = ∫𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡
∗)

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫𝑝𝑄⏟
𝐾2

(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡
∗) ∙

𝑏

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡

∗)(Δ𝛼 − 𝑎)𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡

∗)(b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(∫𝑎(𝑡∗ − 𝛼0)

𝑐

𝑎

∙ 

 

∙ 𝑑Δ𝛼 + ∫(𝛼0 −

𝑐

𝑎

𝑡∗ − 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 + ∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

)+
1

(𝑏 − 𝑐)
(∫𝑏(𝛼0 − 𝑡

∗)

𝑏

𝑐

∙ 
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∙ 𝑑Δ𝛼 + ∫(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)

𝑏

𝑐

Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 −∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝑡∗ − 

 

−𝛼0)Δ𝛼|𝑎
𝑐 +

1

2
(𝛼0 − 𝑡

∗ − 𝑎) Δ𝛼2|𝑎
𝑐 +

1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑐) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏(𝛼0 − 𝑡

∗)Δ𝛼|𝑐
𝑏 + 

 

+ 
1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏) Δ𝛼

2|𝑐
𝑏 −

1

3
Δ𝛼3|𝑐

𝑏)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝑡∗ − 𝑎𝛼0) ∙ 

 

∙ (𝑐 − 𝑎) +
1

2
(𝛼0 − 𝑡

∗ − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎) +
1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2)) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝛼0 − 𝑏𝑡

∗)(𝑏 − 𝑐) +
1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) −

1

3
(𝑏 − 𝑐) ∙ 

 

∙ (𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[𝑎𝑡∗ − 𝑎𝛼0 −

1

2
𝑐𝑡∗ −

1

2
𝑎𝑡∗ +

1

2
𝛼0𝑐 +

1

2
𝛼0𝑎 − 

 

−
1

2
𝑎𝑐 −

1

2
𝑎2 +

1

3
𝑐2 +

1

3
𝑎𝑐 +

1

3
𝑎2 − 𝑏𝑡∗ + 𝑏𝛼0 +

1

2
𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑐𝑡∗ −

1

2
𝛼0𝑏 − 

 

−
1

2
𝛼0𝑐 + +

1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑐 −

1

3
𝑏2 −

1

3
𝑏𝑐 −

1

3
𝑐2] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[−
1

2
𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑎𝑡∗ − 

 

−
1

2
𝑎𝛼0 +

1

2
𝑏𝛼0 −

1

6
𝑎𝑐 +

1

6
𝑏𝑐 −

1

6
𝑎2 +

1

6
𝑏2] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝑡∗(𝑎 − 𝑏) +

1

2
𝛼0 ∙ 

 

∙ (𝑏 − 𝑎) + 
1

6
𝑐(𝑏 − 𝑎) +

1

6
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

1

6
(𝑏 − 𝑎)(3𝛼0 + 𝑎 + 
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+𝑏 + 𝑐 − 3𝑡∗) =
𝐾2
3
(3𝛼0 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡

∗). 

Таким образом, в первом случае формула (2.14) примет вид (2.15): 

 

𝐹𝐼1(𝑡
∗) =

𝐾2
3
(3𝛼0 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡

∗).                          (2.15) 

 

Рассмотрим второй случай, когда 𝑎 ≤ 𝑡∗ − 𝛼0 < 𝑐 < 𝑏 . Неравенство 𝑡∗ −

𝛼0 < ∆𝛼 выполняется на отрезках [𝑡∗ − 𝛼0; 𝑐] и [𝑐; 𝑏] и не выполняется на отрезке 

[𝑎; 𝑡∗ − 𝛼0], следовательно: 

 

𝐹𝐼2(𝑡
∗) = ∫ 𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡
∗)

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑡∗−𝛼0

+∫𝑝𝑄⏟
𝐾2

(𝛼0 + Δ𝛼 −

𝑏

𝑐

 

 

−𝑡∗)
2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫ (𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡

∗)(Δ𝛼 − 𝑎)

𝑐

𝑡∗−𝛼0

∙ 

 

∙ 𝑑Δ𝛼 +
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡

∗)(b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ ( ∫ 𝑎(𝑡∗ − 𝛼0) ∙

𝑐

𝑡∗−𝛼0

𝑑Δ𝛼 + ∫ (𝛼0 − 𝑡
∗ − 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑡∗−𝛼0

+ ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑡∗−𝛼0

)+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(∫𝑏(𝛼0 − 𝑡

∗) ∙

𝑏

𝑐

𝑑Δ𝛼 +∫(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

−∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

)] = 

 

=
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝑡∗ − 𝛼0)Δ𝛼|𝑡∗−𝛼0

𝑐 +
1

2
(𝛼0 − 𝑡

∗ − 𝑎)Δ𝛼2|𝑡∗−𝛼0
𝑐 +

1

3
∙ 
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∙ Δ𝛼3|𝑡∗−𝛼0
𝑐 ) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏(𝛼0 − 𝑡

∗)Δ𝛼|𝑐
𝑏 +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)Δ𝛼

2|𝑐
𝑏 −

1

3
∙ 

 

∙ Δ𝛼3|𝑐
𝑏)] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝑡∗ − 𝑎𝛼0)(𝑐 − 𝑡

∗ + 𝛼0) +
1

2
(𝛼0 − 𝑡

∗ − 𝑎) ∙ 

 

∙ (с2 − 𝑡∗2 + 2𝑡∗𝛼0 − 𝛼0
2) +

1

3
𝑐3 −

1

3
𝑡∗3 + 𝑡∗2𝛼0 − 𝑡

∗𝛼0
2 +

1

3
𝛼0

3) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝛼0 − 𝑏𝑡

∗)(𝑏 − 𝑐) +
1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) −

1

3
(𝑏 − 

 

−𝑐)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎с𝑡∗ − 𝑎𝑡∗2 + 𝑎𝛼0𝑡

∗ − 𝑎с𝛼0 + 

 

+𝑎𝛼0𝑡
∗ − 𝑎𝛼0

2 +
1

2
𝛼0с

2 −
1

2
𝛼0𝑡

∗2 + 𝑡∗𝛼0
2 −

1

2
𝛼0

3 −
1

2
с2𝑡∗ +

1

2
𝑡∗3 − 

 

−𝑡∗2𝛼0 +
1

2
𝛼0

2𝑡∗ −
1

2
𝑎с2 +

1

2
𝑎𝑡∗2 − 𝑎𝑡∗𝛼0 +

1

2
𝑎𝛼0

2 +
1

3
𝑐3 −

1

3
𝑡∗3 + 

 

+𝑡∗2𝛼0 − 𝑡
∗𝛼0

2 +
1

3
𝛼0

3) − 𝑏𝑡∗ + 𝑏𝛼0 +
1

2
𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑐𝑡∗ −

1

2
𝛼0𝑏 −

1

2
𝛼0𝑐 + 

 

+
1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑐 −

1

3
𝑏2 −

1

3
𝑏𝑐 −

1

3
𝑐2] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝑡∗3 −

1

2
(𝑎 + 𝛼0) ∙ 

 

∙ 𝑡∗2 + (
1

2
𝛼0

2 + 𝑎𝛼0 + 𝑎𝑐 −
1

2
𝑐2) 𝑡∗ −

1

6
𝛼0

3 −
1

2
𝛼0

2𝑎 − 𝑎𝑐𝛼0 +
1

2
𝛼0𝑐

2 − 

 

−
1

2
𝑎𝑐2 +

1

3
𝑐3) +

1

6
(𝑏 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡

∗)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 
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∙ (
1

6
𝑡∗3 + (−

1

2
𝑎 −

1

3
𝛼0 −

1

6
𝛼0 +

1

3
𝑐 −

1

3
𝑐) 𝑡∗2 + (

1

3
𝛼0

2 +
1

6
𝛼0

2 ++𝑎𝛼0 + 

 

+𝑎𝑐 −
2

3
𝑐2 +

1

6
𝑐2 −

2

3
𝑐𝛼0 +

1

3
𝑐𝛼0 +

1

3
𝑐𝛼0) 𝑡

∗ −
1

6
(𝛼0

3 + 3𝛼0
2𝑎 + 6𝑎𝑐𝛼0 − 

 

−3𝛼0𝑐
2 + 3𝑎𝑐2 + 2𝑐3)) +

1

6
(𝑏 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡

∗)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
∙ 

 

∙ [
1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝑡∗3 −

1

3
(𝛼0 + 𝑐)𝑡

∗2 −
1

6
(𝛼0 + 3𝑎 − 2𝑐)𝑡

∗2 +
1

3
(𝛼0 + 𝑐)(𝛼0 + 

 

+3𝑎 − 2𝑐)𝑡∗ +
1

6
(𝛼0 + 𝑐)

2𝑡∗ −
1

6
(𝛼0 + 𝑐)

2(𝛼0 + 3𝑎 − 2𝑐)) +
1

6
(𝑏 − 𝑐) ∙ 

 

∙ (3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡
∗)] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
(𝑡∗3 − 2(𝛼0 + 𝑐)𝑡

∗2 + (𝛼0 + 

 

+𝑐)2𝑡∗) −
1

6
((𝛼0 + 3𝑎 − 2𝑐)𝑡

∗2 −2(𝛼0 + 𝑐)(𝛼0 + 3𝑎 − 2𝑐)𝑡
∗ + (𝛼0 + 𝑐)

2 ∙ 

 

∙ (𝛼0 + 3𝑎 − 2𝑐))) +
1

6
(𝑏 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡

∗)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (
1

6
𝑡∗(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑐)

2 −
1

6
(𝛼0 + 3𝑎 − 2𝑐)(𝑡

∗ − 𝛼0 − 𝑐)
2) +

1

6
(𝑏 − 𝑐)(3𝛼0 + 

 

 +𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] =
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑐)

2 (𝑡∗ − 𝛼0 − 3𝑎 + 2𝑐) + 

 

+(𝑏 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡
∗)]. 
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Таким образом, во втором случае формула (2.14) примет вид (2.16): 

 

𝐹𝐼2(𝑡
∗) =

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑐)

2(𝑡∗ − 𝛼0 − 3𝑎 + 2𝑐) +

+(𝑏 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡
∗)].

     (2.16)  

 

Рассмотрим третий случай, когда 𝑎 < 𝑐 ≤ 𝑡∗ − 𝛼0 < 𝑏 . Неравенство 𝑡∗ −

𝛼0 < ∆𝛼 выполняется на отрезке [𝑡∗ − 𝛼0; 𝑏] и не выполняется на отрезке [𝑎; 𝑡∗ −

𝛼0], следовательно: 

 

𝐹𝐼3(𝑡
∗) = ∫ 𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡
∗)

𝑏

𝑡∗−𝛼0

2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

∙ 

 

∙ ∫ (𝛼0 + Δ𝛼 − 𝑡
∗)(b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−𝛼0

=
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[ ∫ 𝑏(𝛼0 − 𝑡

∗)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−𝛼0

+ 

 

+ ∫ (𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−𝛼0

− ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−𝛼0

] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[𝑏(𝛼0 − 

 

−𝑡∗) Δ𝛼|𝑡∗−𝛼0
𝑏 +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)Δ𝛼

2|𝑡∗−𝛼0
𝑏 −

1

3
Δ𝛼3|𝑡∗−𝛼0

𝑏 ] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ [(𝑏𝛼0 − 𝑏𝑡
∗)(𝑏 − 𝑡∗ + 𝛼0) +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼0 + 𝑏)(𝑏

2 − 𝑡∗2 + 2𝑡∗𝛼0 − 𝛼0
2) −

1

3
∙ 

 

∙ (𝑏3 − 𝑡∗3 + 3𝑡∗2𝛼0 − 3𝑡
∗𝛼0

2 + 𝛼0
3)] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

[𝑏2𝛼0 − 𝑏𝛼0𝑡
∗ + 

 

+𝑏𝛼0
2 − 𝑏2𝑡∗ + 𝑏𝑡∗2 − 𝑏𝛼0𝑡

∗ +
1

2
𝑏2𝑡∗ −

1

2
𝑡∗3 + 𝛼0𝑡

∗2 −
1

2
𝛼0

2𝑡∗ −
1

2
𝛼0𝑏

2 + 
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+
1

2
𝛼0𝑡

∗2 − 𝛼0
2𝑡∗ +

1

2
𝛼0

3 +
1

2
𝑏3 −

1

2
𝑏𝑡∗2 + 𝑏𝛼0𝑡

∗ −
1

2
𝑏𝛼0

2 −
1

3
𝑏3 + 

 

+
1

3
𝑡∗3 − 𝛼0𝑡

∗2 + 𝛼0
2𝑡∗ −

1

3
𝛼0

3] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[−
1

6
𝑡∗3 +

1

2
(𝛼0 + 𝑏) ∙ 

 

∙ 𝑡∗2 + (−
1

2
𝑏2 − 𝑏𝛼0 −

1

2
𝛼0

2) 𝑡∗ +
1

6
(𝛼0

3 + 3𝑏𝛼0
2 + 3𝑏2𝛼0 + 𝑏

3)] = 

 

=
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[−
1

6
𝑡∗3 +

1

2
(𝛼0 + 𝑏)𝑡

∗2 −
1

2
(𝛼0 + 𝑏)

2𝑡∗ +
1

6
(𝛼0 + 𝑏)

3] = 

 

=
−𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑏)

3. 

 

Таким образом, в третьем случае формула (2.14) примет вид (2.17):  

 

𝐹𝐼3(𝑡
∗) =

−𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑏)
3.                       (2.17) 

 

В четвертом случае, при 𝑏 ≤ 𝑡∗ − 𝛼0, неравенство 𝑡∗ − 𝛼0 < ∆𝛼 не выполня-

ется, следовательно, интеграл 𝐹𝐼(𝑡
∗) в области (𝑏;+∞) не существует, а значит, 

примет вид (2.18): 

 

𝐹𝐼4(𝑡
∗) = 0.                                                           (2.18) 

 

Найдем математическое ожидание суммарных издержек в каждой из рас-

смотренных областей. Для этого сложим полученные формулы (2.10) и (2.15), 

(2.11) и (2.16), (2.12) и (2.17), (2.13) и (2.18). 

Сложив формулы (2.10) и (2.15), получим выражение (2.19): 
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𝐹1(𝑡
∗) = 𝐹𝐷1(𝑡

∗) + 𝐹𝐼1(𝑡
∗) =

𝐾2
3
(3𝛼0 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡

∗).                (2.19) 

 

Сложив формулы (2.11) и (2.16), получим выражение (2.20): 

 

𝐹2(𝑡
∗) = 𝐹𝐷2(𝑡

∗) + 𝐹𝐼2(𝑡
∗) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑡∗ − 𝑎 + 𝛼0)
3 +

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑐)

2(𝑡∗ − 𝛼0 − 3𝑎 + 2𝑐) +

+(𝑏 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡
∗)].

        (2.20) 

Сложив формулы (2.12) и (2.17), получим выражение (2.21): 

 

𝐹3(𝑡
∗) = 𝐹𝐷3(𝑡

∗) + 𝐹𝐼3(𝑡
∗) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[(𝑎 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡
∗) +

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼0 + 𝑐 − 𝑡

∗)2(𝛼0 +3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡
∗) ] −

−
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑏)

3.

(2.21) 

 

Сложив формулы (2.13) и (2.18), получим выражение (2.22): 

 

𝐹4(𝑡
∗) = 𝐹𝐷4(𝑡

∗) + 𝐹𝐼4(𝑡
∗) =

𝐾1
3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝛼0).              (2.22) 

 

Найдем минимум ожидаемых издержек в каждой из областей. 

𝐹1(𝑡
∗) =

𝐾2

3
(3𝛼0 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡

∗)- линейная убывающая функция, значит, 

минимальное значение достигается на правом конце отрезка (−∞;𝑎 + 𝛼0], следо-

вательно, в точке 𝑡∗ = 𝑎 + 𝛼0 . Минимальное значение функции 𝐹1(𝑡
∗) представ-

лено формулой (2.23): 
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min
𝑡∗=𝑎+𝛼0

𝐹1(𝑡
∗) =

𝐾2
3
(3𝛼0 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑎 − 3𝛼0) =

𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎).  (2.23) 

 

Чтобы найти минимум 𝐹2(𝑡
∗), возьмем производную функции (2.20) и при-

равняем ее к нулю. 

 

𝜕𝐹2(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

3(𝑡∗ − 𝑎 + 𝛼0)
2 +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
2(𝑡∗ −𝛼0 − 

 

−𝑐)(𝑡∗ − 𝛼0 − 3𝑎 + 2𝑐) +
1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑐)

2 + (𝑏 − 𝑐)(−3)] = 

 

=
𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗2 − 2𝑎𝑡∗ − 2𝛼0𝑡

∗ + 2𝑎𝛼0 + 𝑎
2 + 𝛼0

2) +
2

3
∙ 

 

∙
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗2 − 2𝛼0𝑡

∗ + 𝑐𝑡∗ − 3𝑎𝑡∗ + 𝛼0
2 − 𝑐𝛼0 − 2𝑐

2 + 3𝑎𝑐 + 

 

+3𝑎𝛼0) +
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

1

3
(𝑡∗2 − 2𝑐𝑡∗ − 2𝛼0𝑡

∗ + 2𝑐𝛼0 + 𝑐
2 + 𝛼0

2) − 

 

−
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑐) =

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑡∗2 − 2𝑎𝑡∗ − 2𝛼0𝑡
∗ + 2𝑎𝛼0 + 𝑎

2 + 

 

+𝛼0
2) +

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑡∗2 − 2𝛼0𝑡
∗ − 𝑐2 + 𝛼0

2 − 2𝑎𝑡∗ + 2𝑎𝑐 + 2𝑎𝛼0 + 

 

+𝑎2 − 𝑎2) −
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑐) =

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗2 − 2𝑎𝑡∗ − 2𝛼0𝑡

∗ + 𝑎2 + 

 

+2𝑎𝛼0 + 𝛼0
2) −

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑎2 − 2𝑎𝑐 + 𝑐2) −
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑐) = 
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=
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗2 − 2𝑡∗(𝑎 + 𝛼0) + (𝑎 + 𝛼0)

2) + 

 

+
−𝐾2𝑐 + 𝐾2𝑎 − 𝐾2𝑏 + 𝐾2𝑐

(𝑏 − 𝑎)
=

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 −
𝐾2(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
= 

 

=
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 − 𝐾2. 

 

Получаем формулу (2.24): 

 

𝜕𝐹2(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
=

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 − 𝐾2.                 (2.24) 

 

Приравняем выражение (2.24) к нулю: 

 

𝜕𝐹2(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
= 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 − 𝐾2 = 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 = 𝐾2; 

 

(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)
2 =

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0 = ±√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 
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𝑡1,2
∗ = 𝑎 + 𝛼0 ±√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
. 

 

Графиком функции 
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 − 𝐾2 = 0  является парабола, 

ветви направлены вверх, т.к. 
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)
> 0. 

 

 

 

Рисунок 2.2 - Схематичное изображение графика функции F2’(t*) 

Источник: составлено автором 

 

Из рисунка 2.2 видно, что производная 𝐹2
′(𝑡∗) меняет знак с минуса на плюс 

в точке 𝑡2
∗, имеющей следующий вид (2.25): 

 

𝑡2
∗ = 𝑎 + 𝛼0 +√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
.                             (2.25) 

 

Значит, 𝑡2
∗ является минимумом функции F2(t

*). 

Найдем значение функции 𝐹2(𝑡
∗) в точке минимума, для этого подставим 

(2.25) в (2.20): 
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𝐹2(𝑡2
∗ ) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑎 + 𝛼0 +√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 𝑎 + 𝛼0)

3

+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑎 + 𝛼0 +√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 𝛼0 − 𝑐)

2

(𝑎 + 𝛼0 − 𝛼0 − 

 

−3𝑎 + 2𝑐 + √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)
(3𝛼0 + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑎 −3𝛼0 − 

 

−3√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

((𝑎 − 𝑐)2 + 2(𝑎 − 𝑐) ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) (−2𝑎 + 2𝑐 + 

 

+√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑏 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 
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∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

((𝑐 − 𝑎)2 − 2(𝑐 − 𝑎)) ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2(𝑐 − 𝑎) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

∙ 

 

∙
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
(2(𝑐 − 𝑎) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 +𝑏𝑐 − 

 

−3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑏√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 

 

=
𝐾1𝐾2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

((𝑐 − 𝑎) − 2 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2(𝑐 − 𝑎) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
∙ 

 

∙ ((2(𝑐 − 𝑎) + √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 +3𝑎𝑐 − 

 

−2𝑐2 − 3𝑏√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 
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∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(2(𝑐 − 𝑎)2 − 3(𝑐 − 𝑎)√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 

 

−2
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

2𝐾2
2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3(𝑐 − 𝑏)√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 

 

=
(𝐾1𝐾2 + 𝐾2

2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾2

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(2𝑐2 − 4𝑎𝑐 + 

 

+2𝑎2 − 3𝑐√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑎√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 

 

+3𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3𝑐√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 3𝑏√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

2𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

∙ 

 

∙
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾2(𝐾1 + 𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾2

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
− 

 

−
2𝐾2

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾2(𝑏 − 𝑎)𝑐

3(𝑏 − 𝑎)
+
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(−3)

3(𝑏 − 𝑎)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 
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+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
(2𝑎2 − 3𝑎𝑏 + 𝑏2) =

𝐾2
3
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾2𝑐

3
− 𝐾2 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 2𝑎) =
𝐾2𝑐

3
+
𝐾2𝑏

3
−
2𝐾2𝑎

3
− 

 

−
2𝐾2
3
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
). 

 

Таким образом, минимальное значение функции 𝐹2(𝑡
∗), представлено фор-

мулой (2.26): 

 

min

𝑡∗=𝑎+𝛼0+√
𝐾2(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

(𝐾1+𝐾2)

 𝐹2(𝑡
∗) =

=
𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − −2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) .

                    (2.26) 

 

Чтобы найти минимум 𝐹3(𝑡
∗), возьмем производную функции (2.21) и при-

равняем ее к нулю. 

 

𝜕𝐹3(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[(𝑎 − 𝑐)(−3) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(−2)(𝛼0 + 𝑐 − 𝑡

∗)(𝛼0 + 3𝑏 − 

 

−2𝑐 − 𝑡∗) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼0 + 𝑐 − 𝑡

∗)2(−1)] −
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
3(𝑡∗ − 𝛼0 − 

 

−𝑏)2 =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
−

2𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼0
2 + 3𝛼0𝑏 − 2𝛼0𝑐 − 𝛼0𝑡

∗ + 𝛼0𝑐 + 
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+3𝑏𝑐 − 2𝑐2 − 𝑐𝑡∗ − 𝛼0𝑡
∗ − 3𝑏𝑡∗ + 2𝑐𝑡∗ + 𝑡∗2) −

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑡∗2 − 

 

−𝑐𝑡∗ − 𝛼0𝑡
∗ − 𝑐𝑡∗ + 𝑐2 + 𝛼0𝑐 − 𝛼0𝑡

∗ + 𝛼0𝑐 + 𝛼0
2) −

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑡∗2 − 

 

−2𝑏𝑡∗ − 2𝛼0𝑡
∗ + 𝑏2 + 2𝑏𝛼0 + 𝛼0

2) =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
−

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑡∗2 + 

 

+2𝑏𝛼0 − 2𝛼0𝑡
∗ + 2𝑏𝑐 − 𝑐2 − 2𝑏𝑡∗ + 𝛼0

2 + 𝑏2 − 𝑏2) −
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (𝑡∗2 − 2𝑏𝑡∗ − 2𝛼0𝑡
∗ + 𝑏2 + 2𝑏𝛼0 + 𝛼0

2) =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
−

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (𝑡∗2 − 2𝑡∗(𝑏 + 𝛼0) + (𝑏 + 𝛼0)
2) +

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑐)2 = 

 

=
𝐾1𝑐 − 𝐾1𝑎 + 𝐾1𝑏 − 𝐾1𝑐

(𝑏 − 𝑎)
−

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2 = 

 

= 𝐾1 −
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2. 

 

Получаем формулу (2.27): 

 

𝜕𝐹3(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
= 𝐾1 −

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2.                  (2.27) 

 

Приравняем выражение (2.27) к нулю: 
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𝜕𝐹3(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
= 0; 

 

𝐾1 −
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2 = 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2 = 𝐾1; 

 

(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)
2 =

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0 = ±√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝑡1,2
∗ = 𝑏 + 𝛼0 ±√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
. 

Графиком функции 𝐾1 −
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2 = 0  является парабола, 

ветви направлены вниз, т.к. −
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)
< 0. 

 

 

Рисунок 2.3 - Схематичное изображение графика функции F3’(t*) 

Источник: составлено автором 
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Из рисунка 2.3 видно, что производная 𝐹3
′(𝑡∗) меняет знак с минуса на плюс 

в точке 𝑡1
∗, имеющей следующий вид (2.28): 

 

𝑡1
∗ = 𝑏 + 𝛼0 −√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
.                               (2.28) 

 

Значит, 𝑡1
∗ является минимумом функции 𝐹3(𝑡

∗). 

Найдем значение функции 𝐹3(𝑡
∗) в точке минимума, для этого подставим 

(2.28) в (2.21): 

 

𝐹3(𝑡1
∗ ) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[(𝑎 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑏 − 3𝛼0 + 3 ∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼0 + 𝑐 − 𝑏 − 𝛼0 +√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)

2

∙ 

 

∙ (𝛼0 + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑏 − 𝛼0 +√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)] −

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

∙ 

 

∙ (𝑏 + 𝛼0 −√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 𝛼0 − 𝑏)

3

=
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)
(𝑎2 − 𝑎𝑐 + 2𝑎𝑐 − 

 

−2𝑐2 − 3𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3𝑎√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 3𝑐√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 
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+
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
((𝑐 − 𝑏)2 + 2(𝑐 − 𝑏)√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2𝑏 − 2𝑐 + √

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 

 

+
𝐾1𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 𝑎𝑐 − 

 

−2𝑐2 + 3𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 3𝑐√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 

 

+
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
((𝑏 − 𝑐)2 − 2(𝑏 − 𝑐)√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) (2(𝑏 − 𝑐) + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(2(𝑏 − 𝑐) + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 

 

+𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3(𝑎 − 𝑐)√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

∙ 
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∙ (2(𝑏 − 𝑐)2 − 3(𝑏 − 𝑐)√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 2

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 

 

+
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 +3(𝑎 − 𝑐) ∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 2𝑏2 − 4𝑏𝑐 + 2𝑐2 − 3(𝑏 − 𝑐)√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) − 

 

−
2𝐾1𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
(𝐾1

2 + 𝐾1𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
= 

 

=
𝐾1(𝑎 − 𝑏)𝑐

3(𝑏 − 𝑎)
+
3𝐾1(𝑎 − 𝑏)

3(𝑏 − 𝑎)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

((𝑎2 − 3𝑎𝑏 + 

 

+2𝑏2) −
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1(𝐾1 + 𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
= 

 

= −
𝐾1𝑐

3
− 𝐾1√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(2𝑏 − 𝑎)

3(𝑏 − 𝑎)
+
𝐾1
3
∙ 

 



53 

 

 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾1
3
∙ (2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
). 

 

Таким образом, минимальное значение функции 𝐹3(𝑡
∗), представлено фор-

мулой (2.29): 

 

min

𝑡∗=𝑏+𝛼0−√
𝐾1(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(𝐾1+𝐾2)

 𝐹3(𝑡
∗) =

=
𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) .

                     (2.29) 

 

𝐹4(𝑡
∗) =

𝐾1

3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝛼0)- линейная возрастающая функция, зна-

чит, минимальное значение достигается на левом конце отрезка [𝑏 + 𝛼0; +∞), сле-

довательно, в точке 𝑡∗ = 𝑏 + 𝛼0. Минимальное значение функции 𝐹4(𝑡
∗), представ-

лено формулой (2.30): 

 

min
𝑡∗=𝑏+𝛼0

𝐹4(𝑡
∗) =

𝐾1
3
(3𝑏 + 3𝛼0 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝛼0) =

𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐).  (2.30) 

 

Чтобы найти минимальное значение функции 𝐹(𝑡∗) , сравним формулы 

(2.23), (2.26), (2.29) и (2.30) и найдем среди них минимальное. 

Сравним (2.23) с (2.26), для этого вычтем из (2.23) (2.26): 

 

𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎) −

𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 
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=
2𝐾2
3
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
> 0. 

 

Полученное выражение больше нуля, следовательно, (2.23) больше (2.26). 

Теперь сравним (2.29) с (2.30), для этого вычтем из (2.29) (2.30): 

 

𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐) = 

 

= −
2𝐾1
3
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
< 0. 

 

Полученное выражение меньше нуля, следовательно, (2.29) меньше (2.30). 

И наконец, сравним (2.26) и (2.29), для этого вычтем из (2.26) (2.29): 

 

𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 −𝑐 − 

 

−2√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

1

3
((𝐾2 − 2𝐾1)𝑏 + (𝐾1 − 2𝐾2)𝑎 + (𝐾1 + 𝐾2)𝑐 − 

 

−2√
(𝑏 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
(𝐾2√𝐾2(𝑐 − 𝑎) − 𝐾1√𝐾1(𝑏 − 𝑐))). 

 

В полученном выражение знак зависит от параметров: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝐾1 =
𝑄𝑧

𝛼0
, 𝐾2 =

𝑄𝑝. 
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Таким образом, в итоге, получим формулу (2.31): 

Если 𝑝

(

 
 
𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

)

 
 
<
𝑧

𝛼0
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 −  

−2√

𝑧
𝛼0
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝑎 + 𝛼0 +√
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

;

Если 𝑝

(

 
 
𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

)

 
 
>
𝑧

𝛼0
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 

−2√

𝑧
𝛼0
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝑏 + 𝛼0 −√

𝑧
𝛼0
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

.

       (2.31) 

 

Разработанная стохастическая модель, учитывающая неопределенность 

спроса и соответствующая ей оптимизационная задача по критерию минимизации 

математического ожидания интегральных дополнительных издержек в качестве ре-

зультата определяют время назначения доставки новой партии товара в известном 

объеме. При предположении о треугольном распределении случайных отклонений 

фактического спроса от прогнозируемого было получено аналитическое решение 

задачи, выраженное соотношением (2.31). 

 

 

2.2 Модель оптимизации времени назначения поставки с учетом  

неопределенности времени поставки по критерию минимизации 

дополнительных издержек 

 

Рассмотрим стохастическую модель с неопределенностью реального вре-

мени прихода товара на склад. Такая ситуация характерна, например, для поставок 
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из-за рубежа, связанных с процессами растаможивания товара или с комбиниро-

ванными поставками несколькими видами транспорта. 

Предполагаем, что спрос детерминирован, т.е. момент обнуления запаса то-

вара в объеме 𝑄 на складе 𝛼 точно известен. Например, если поставки происходят 

строго по заранее согласованным графикам. 

Пусть неопределенность времени доставки товара на склад 𝑥, выражена со-

отношением (2.32): 

 

𝑥 = 𝑡∗ + Δ𝑡,                                                         (2.32) 

 

где 𝑡∗- время заказа поставки товара; Δ𝑡-случайная величина, описывающая откло-

нение фактического времени доставки и договорного. 

Будем считать, что случайная величина Δ𝑡 распределена по треугольному за-

кону распределения на отрезке [𝑎, 𝑏]. Параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 – определяются из стати-

стических данных, либо с помощью оценок экспертов, при соблюдение следую-

щего условия: 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏 , где 𝑎  - нижний предел, 𝑏  - верхний предел, 𝑐  - 

мода (значение, встречающиеся в распределении наиболее часто). В частном слу-

чае 𝑎 = 𝑐 или 𝑐 = 𝑏 треугольное распределение строится по двум точкам. Тогда 

время реального прихода товара 𝑥 имеет также треугольное распределение случай-

ной величины на отрезке [𝑡∗ + a, 𝑡∗ + b]. На рисунке 2.4 изображена функция плот-

ности распределения величины Δ𝑡.  
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Рисунок 2.4 - Плотность распределения Δt 

Источник: составлено автором на основе известного закона треугольного 

распределения 

 

В качестве целевой функции рассмотрим, как и в модели параграфа 2.1, ин-

тегральные дополнительные издержки, возникающие в результате расхождений 

момента завоза и момента обнуления товара на складе.  

Дополнительные складские затраты пребывания объема 𝑄 в течении проме-

жутка времени от доставки 𝑥 и до фактического окончания товара 𝛼, в случае, ко-

гда прибытие товара на склад было реализовано до времени 𝑥(𝑥 < 𝛼) выражаются 

соотношением (2.33): 

 

𝐼 = 𝑝𝑄(𝛼 − 𝑥),                                                   (2.33) 

 

где 𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡- цена удельных складских издержек единичного объема товара. 

Издержки дефицита товара от времени фактического обнуления товара 𝛼 и 

до момента завоза товара 𝑥 в объеме 𝑄, в случае, когда поставка товара произошла 

позже срока 𝑥(𝑥 > 𝛼), составят, согласно формуле (2.34): 

 

𝐷 =
𝑄

𝛼
𝑧(𝑥 − 𝛼),                                                   (2.34) 
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где 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡-удельная прибыль от реализации товара; 
𝑄
𝛼⁄  - оценка среднесуточ-

ного количества реализации товара. 

Суммарный объем дополнительных затрат, возникающих в следствие несвое-

временности завоза можно выразить соотношением (2.35): 

 

𝐼 + 𝐷 = {
𝑝𝑄(𝛼 − 𝑥), 𝑥 < 𝛼;
𝑄

𝛼
𝑧(𝑥 − 𝛼), 𝑥 > 𝛼.

                                      (2.35) 

 

В качестве целевой функции интегральных дополнительных издержек при-

мем их математическое ожидание, поскольку интегральные издержки являются 

случайными. 

Пусть в рассматриваемой модели неопределенность доставки выражается 

случайной величиной Δ𝑡, которая распределена согласно треугольному закону рас-

пределения с плотностью, выраженной соотношением (2.36): 

 

𝜌(Δ𝑡) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

0, при Δ𝑡 < 𝑎;

2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
, при 𝑎 ≤ Δ𝑡 < 𝑐;

2

(𝑏 − 𝑎)
, при Δ𝑡 = 𝑐;

2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
, при с < Δ𝑡 ≤ 𝑏;

0, при 𝑏 < Δ𝑡.

                              (2.36) 

 

В этом случае математическое ожидание интегральных дополнительных за-

трат, связанных с несвоевременностью завоза, выражается соотношением (2.37): 

 

𝐹(𝑡∗) = ∫
𝑄

𝛼
𝑧(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)𝜌(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑎

+∫𝑝𝑄(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)𝜌(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡.

𝑏

𝑎

  (2.37) 
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Таким образом математически формализованная задача минимизации инте-

гральных дополнительных затрат, возникающая в процессе управления запасами, 

представленная соотношением (2.38), заключается в определении момента назна-

чения поставки 𝑡∗, который соответствует минимальному значению математиче-

ского ожидания суммарных дополнительных издержек. 

 

𝐹(𝑡∗) → min
𝑡∗
.                                                       (2.38) 

 

Представим соотношение (2.37) двумя слагаемыми (2.39): 

 

𝐹(𝑡∗) = 𝐹𝐷(𝑡
∗) + 𝐹𝐼(𝑡

∗).                                             (2.39) 

 

Первая из функций соотношения (2.39) представляется как (2.40): 

 

𝐹𝐷(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼
𝑧(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)𝜌(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑎

.                            (2.40) 

 

Интеграл в формуле (2.40) существует при 𝑥 > 𝛼, это равносильно тому, что 

𝑡∗ + Δ𝑡 > 𝛼, а значит, интеграл (2.40) существует и при Δ𝑡 > 𝛼 − 𝑡∗. 

Рассмотрим четыре возможных случая. 

В первом случае, при 𝛼 − 𝑡∗ < a < b, неравенство Δ𝑡 > 𝛼 − 𝑡∗ выполняется 

на всем отрезке [𝑎, 𝑏], следовательно: 

 

𝐹𝐷1(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼
𝑧
⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+∫
𝑄

𝛼
𝑧
⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼) ∙

𝑏

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ 
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+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

]. 

Данный интеграл решаем аналогично полученной ранее формуле (2.15). Та-

ким образом, в первом случае формула (2.40) примет вид (2.41) (Приложение А): 

 

𝐹𝐷1(𝑡
∗) =

𝐾1
3
(3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼).                                  (2.41) 

 

Рассмотрим второй случай, когда 𝑎 ≤ 𝛼 − 𝑡∗ < c < b. Неравенство Δ𝑡 > 𝛼 −

𝑡∗  выполняется на отрезках [𝛼 − 𝑡∗ ; 𝑐]  и [с ; 𝑏 ] и не выполняется на отрезке 

[𝑎; 𝛼 − 𝑡∗], следовательно: 

 

𝐹𝐷2(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼
𝑧
⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼−𝑡∗

+∫
𝑄

𝛼
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼) ∙

𝑏

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫ (𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼−𝑡∗

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

]. 

 

Данный интеграл решаем аналогично полученной ранее формуле (2.16). Та-

ким образом, во втором случае формула (2.40) примет вид (2.42) (Приложение Б): 

 

𝐹𝐷2(𝑡
∗) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐)2(𝛼 − 𝑡∗ − 3𝑎 + 2𝑐) +

+(𝑏 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼)].

        (2.42)  



61 

 

 

 

 

Рассмотрим третий случай, когда 𝑎 < 𝑐 ≤ 𝛼 − 𝑡∗ < b. Неравенство Δ𝑡 > 𝛼 −

𝑡∗ выполняется на отрезке [𝛼 − 𝑡∗ ; 𝑏] и не выполняется на отрезке [𝑎; 𝛼 − 𝑡∗], сле-

довательно: 

 

𝐹𝐷3(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼
𝑧
⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)

𝑏

𝛼−𝑡∗

2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

∙ 

 

∙ ∫ (𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡.

𝑏

𝛼−𝑡∗

 

 

Данный интеграл решаем аналогично полученной ранее формуле (2.17). Та-

ким образом, в третьем случае формула (2.40) примет вид (2.43) (Приложение В):  

 

𝐹𝐷3(𝑡
∗) =

−𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑏)3.                          (2.43) 

 

В четвертом случае, при 𝑏 < 𝛼 − 𝑡∗, неравенство Δ𝑡 > 𝛼 − 𝑡∗ не выполня-

ется, следовательно, интеграл 𝐹𝐷(𝑡
∗) в области (𝑏;+∞) не существует, а значит, 

примет вид (2.44): 

 

𝐹𝐷4(𝑡
∗) = 0.                                                       (2.44) 

 

Теперь рассмотрим второе слагаемое выражения (2.39), которое выражается 

следующей формулой (2.45): 

 

𝐹𝐼(𝑡
∗) = ∫𝑝𝑄(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)𝜌(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑎

.                           (2.45) 
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Интеграл в формуле (2.45) существует при 𝑥 < 𝛼, это равносильно тому, что 

𝑡∗ + Δ𝑡 < 𝛼, а значит, интеграл (2.45) существует и при 𝛼 − 𝑡∗ > Δ𝑡. 

Рассмотрим четыре возможных случая. 

В первом случае, при 𝛼 − 𝑡∗ < a, неравенство 𝛼 − 𝑡∗ > Δ𝑡 не выполняется, 

следовательно, интеграл 𝐹𝐼(𝑡
∗) в области (−∞;𝑎) не существует, а значит, примет 

вид, согласно формуле (2.46): 

 

𝐹𝐼1(𝑡
∗) = 0.                                                        (2.46) 

 

Рассмотрим второй случай, когда 𝑎 ≤ 𝛼 − 𝑡∗ < c < 𝑏. Неравенство 𝛼 − 𝑡∗ >

Δ𝑡 выполняется на отрезке [𝑎; 𝛼 − 𝑡∗ ] и не выполняется на отрезке [𝛼 − 𝑡∗; 𝑏], сле-

довательно: 

 

𝐹𝐼2(𝑡
∗) = ∫ 𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑎

= 

 

=
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∫ (𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)

𝛼−𝑡∗

𝑎

(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡. 

 

Данный интеграл находим аналогично полученной ранее формуле (2.11). Та-

ким образом, во втором случае из формулы (2.45) получаем формулу (2.47) (При-

ложение Г): 

 

𝐹𝐼2(𝑡
∗) =

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)3.                               (2.47) 
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Рассмотрим третий случай, когда 𝑎 < 𝑐 ≤ 𝛼 − 𝑡∗ < b. Неравенство 𝛼 − 𝑡∗ >

Δ𝑡  выполняется на отрезках [𝑎; с ]  и [с; 𝛼 − 𝑡∗ ]  и не выполняется на отрезке 

[𝛼 − 𝑡∗; 𝑏], следовательно: 

 

𝐹𝐼3(𝑡
∗) = ∫𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑝𝑄⏟
𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡) ∙

𝛼−𝑡∗

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫ (𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑐

]. 

Данный интеграл находим аналогично полученной ранее формуле (2.12). Та-

ким образом, в третьем случае из формулы (2.45) получаем формулу (2.48) (Прило-

жение Д): 

 

𝐹𝐼3(𝑡
∗) =

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

[(𝑎 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝛼) +

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ + 𝑐 − 𝛼)2(𝑡∗ + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝛼)] .

                       (2.48) 

 

В четвертом случае, при 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝛼 − 𝑡∗, неравенство 𝛼 − 𝑡∗ > Δ𝑡 выполня-

ется на всем отрезке [𝑎; 𝑏], следовательно: 

 

𝐹𝐼4(𝑡
∗) = ∫𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+∫𝑝𝑄⏟
𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡) ∙

𝑏

𝑐
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∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

]. 

 

Данный интеграл находим аналогично полученной ранее формуле (2.13). И 

наконец, в четвертом случае из формулы (2.45) получаем формулу (2.49) (Прило-

жение Е): 

 

𝐹𝐼4(𝑡
∗) =

𝐾2
3
(3𝛼 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝑡∗).                               (2.49) 

 

Найдем математическое ожидание суммарных издержек в каждой из обла-

стей. Для этого сложим полученные формулы (2.41) и (2.46), (2.42) и (2.47), (2.43) 

и (2.48), (2.44) и (2.49). 

Сложив формулы (2.41) и (2.46), получим выражение (2.50): 

 

𝐹1(𝑡
∗) = 𝐹𝐷1(𝑡

∗) + 𝐹𝐼1(𝑡
∗) =

𝐾1
3
(3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼).        (2.50) 

 

Сложив формулы (2.42) и (2.47), получим выражение (2.51): 

𝐹2(𝑡
∗) = 𝐹𝐷2(𝑡

∗) + 𝐹𝐼2(𝑡
∗) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐)2 ∙

∙ (𝛼 − 𝑡∗ − 3𝑎 + 2𝑐)+(𝑏 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼) ] +

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)3.

       (2.51) 

 

Сложив формулы (2.43) и (2.48), получим выражение (2.52): 
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𝐹3(𝑡
∗) = 𝐹𝐷3(𝑡

∗) + 𝐹𝐼3(𝑡
∗) =

−𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑏)3 +∙

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
[(𝑎 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝛼) +

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ + 𝑐 − 𝛼)2(𝑡∗ + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝛼)] .

     (2.52) 

 

Сложив формулы (2.44) и (2.49), получим выражение (2.53): 

 

𝐹4(𝑡
∗) = 𝐹𝐷4(𝑡

∗) + 𝐹𝐼4(𝑡
∗) =

𝐾2
3
(3𝛼 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝑡∗).              (2.53) 

 

Найдем минимум ожидаемых издержек в каждой из областей: 

𝐹1(𝑡
∗) =

𝐾1

3
(3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼) - линейная возрастающая функция, мини-

мальное значение достигается при 𝐹1(𝑡
∗) = 0. Найдем точку, в которой 𝐹1(𝑡

∗) = 0: 

 

𝐾1
3
(3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼) = 0; 

 

3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼 = 0; 

 

𝑡∗ = 𝛼 −
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐); 

 

−𝑎 +
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) =

1

3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎) > 0,  следовательно, 𝐹1(𝑡

∗)  пересекает ось Оt 

правее области (−∞;𝛼 − 𝑎], а значит, в этой области 𝐹1(𝑡
∗) отрицательная, что 

противоречит области значений. 

Чтобы найти минимум 𝐹2(𝑡
∗), вычислим производную функции (2.51) анало-

гично (2.24) и приравняем ее к нулю. Подробное решение дано в Приложении И. 
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𝜕𝐹2(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
= −

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 + 𝐾1.                      (2.54) 

 

Приравняем выражение (2.54) к нулю. 

 

𝜕𝐹2(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
= 0; 

 

−
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 + 𝐾1 = 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 = 𝐾1; 

 

(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 =
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗ = ±√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝑡1,2
∗ = 𝛼 − 𝑎 ± √

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
. 

 

Графиком функции −
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)
(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 + 𝐾1 = 0  является парабола, 

ветви направлены вниз, т.к. −
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)
< 0. 



67 

 

 

 

 

Рисунок 2.5 - Схематичное изображение графика функции F2’(t*) 

Источник: составлено автором 
 

Из рисунка 2.5 видно, что производная 
𝜕𝐹2(𝑡

∗)

𝜕𝑡∗
 меняет знак с минуса на плюс в 

точке 𝑡1
∗: 

 

𝑡1
∗ = 𝛼 − 𝑎 − √

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
.                               (2.55) 

 

Значит, 𝑡1
∗ является минимумом функции 𝐹2(𝑡

∗). 

Найдем значение функции 𝐹2(𝑡
∗) в точке минимума, для этого подставим 

(2.55) в (2.51): 

 

𝐹2(𝑡2
∗ ) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝛼 − 𝑐 − 𝛼 + 𝑎 + √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)

2

(𝛼 − 

 

−3𝑎 + 2𝑐 − 𝛼 + 𝑎 + √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)
(3𝛼 − 3𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 − 
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−3𝛼 − 3√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝛼 − 𝑎 − 𝛼 + 𝑎 + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)

3

. 

Данное преобразование аналогично полученному ранее формулы (2.26). По-

дробное решение дано в Приложение К. 

 

𝐹2(𝑡2
∗ ) =

𝐾1
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
).            (2.56) 

 

Таким образом, минимальное значение функции 𝐹2(𝑡
∗), представлено фор-

мулой (2.57): 

 

min

𝑡∗=𝛼−𝑎−√
𝐾1(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

(𝐾1+𝐾2)

 𝐹2(𝑡
∗) =

=
𝐾1
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) .

                      (2.57) 

 

Чтобы найти минимум 𝐹3(𝑡
∗), возьмем производную функции (2.52) анало-

гично (2.27) и приравняем ее к нулю. Подробное решение дано в Приложении К. 

 

𝜕𝐹3(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
=

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗)2 − 𝐾2.                 (2.58) 

 

Приравняем выражение (2.58) к нулю: 
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𝜕𝐹3(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
= 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗)2 − 𝐾2 = 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗)2 = 𝐾2; 

 

(𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗)2 =
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗ = ±√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝑡1,2
∗ = 𝛼 − 𝑏 ± √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
. 

 

Графиком функции 
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)
(𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗)2 − 𝐾2 = 0  является парабола, 

ветви направлены вверх, т.к. 
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)
> 0. 

 

Рисунок 2.6 - Схематичное изображение графика функции F3’(t*) 

Источник: составлено автором 
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Из рисунка 2.6 видно, что производная 
𝜕𝐹3(𝑡

∗)

𝜕𝑡∗
 меняет знак с минуса на плюс в 

точке 𝑡2
∗: 

 

𝑡2
∗ = 𝛼 − 𝑏 + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
.                                     (2.59) 

 

Значит, 𝑡2
∗ является минимумом функции 𝐹3(𝑡

∗). 

Найдем значение функции 𝐹3(𝑡
∗) в точке минимума, для этого подставим 

(2.59) в (2.52): 

 

𝐹3(𝑡2
∗) =

−𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼 − 𝛼 + 𝑏 − √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 𝑏)

3

+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
[(𝑎 − 𝑐)(3𝛼 − 3𝑏 + 3√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝛼) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼 − 𝑏 + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 𝑐 − 𝛼)

2

(𝛼 − 𝑏 + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝛼 + 

 

+√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)]. 

 

Данное преобразование аналогично ранее полученной формулы (2.29). По-

дробное решение дано в Приложение М. 
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𝐹3(𝑡2
∗ ) =

𝐾2
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
).             (2.60) 

 

Таким образом, минимальное значение функции 𝐹3(𝑡
∗), представлено фор-

мулой (2.61): 

 

min

𝑡∗=𝛼−𝑏+√
𝐾2(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(𝐾1+𝐾2)

 𝐹3(𝑡
∗) =

=
𝐾2
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) .

                      (2.61) 

 

𝐹4(𝑡
∗) =

𝐾2

3
(3𝛼 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝑡∗) - линейная убывающая функция, мини-

мальное значение достигается при 𝐹4(𝑡
∗) = 0. Найдем точку, в которой 𝐹4(𝑡

∗) = 0: 

 

𝐾2
3
(3𝛼 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝑡∗) = 0; 

 

3𝛼 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝑡∗ = 0; 

 

𝑡∗ = 𝛼 −
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐); 

 

−𝑏 +
1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) =

1

3
(𝑎 + 𝑐 − 2𝑏) < 0,  следовательно, 𝐹4(𝑡

∗)  пересекает ось Оt 

левее области [𝛼 − 𝑏;+∞), а значит, в этой области 𝐹4(𝑡
∗) отрицательная, что про-

тиворечит области значений. 

Чтобы найти минимальное значение функции 𝐹(𝑡∗), сравним формулы (2.57) 

и (2.61) и найдем среди них минимальное. 
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Для этого вычтем (2.61) из (2.57): 

 

𝐾1
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

𝐾2
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

1

3
((𝐾1 − 2𝐾2)𝑏 + (𝐾2 − 2𝐾1)𝑎 + (𝐾1 + 𝐾2)𝑐 − 2 ∙ 

 

∙ √
(𝑏 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
(𝐾1√𝐾1(𝑐 − 𝑎) − 𝐾2√𝐾2(𝑏 − 𝑐)) ). 

В полученном выражение знак зависит от параметров: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝐾1 =
𝑄𝑧

𝛼0
, 𝐾2 =

𝑄𝑝. 

В итоге, получим формулу (2.62): 

 

Если 𝑝(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

) >
𝑧

𝛼
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 −  

− 2√

𝑧
𝛼
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼 + 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝛼 − 𝑎 − √

𝑧
𝛼
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼 + 𝑝)

;

Если  𝑝(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

) <
𝑧

𝛼
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 

−2√

𝑧
𝛼
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝛼 − 𝑏 + √
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

.

 (2.62) 

 



73 

 

 

 

Разработанная стохастическая модель, учитывающая неопределенность вре-

мени доставки и соответствующая ей оптимизационная задача по критерию мини-

мизации математического ожидания интегральных дополнительных издержек в ка-

честве результата определяют время назначения доставки новой партии товара в 

известном объеме. При предположении о треугольном распределении случайных 

отклонений момента прибытия товарной партии от договорного было получено 

аналитическое решение задачи, выраженное соотношением (2.62). 

 

 

2.3 Модели оптимизации времени поставки в условиях неопределенности 

времени доставки с учетом рисков начисления неустоек 

 

 

Предполагается, что поставка товара происходит периодически. Объемы по-

ставляемого товара детерминированы, поскольку рассчитываются, исходя из из-

вестного графика поставок, который определяет время и объем поставки.  

Пусть 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛  – последовательные моменты поставок в рассматриваемый пе-

риод, определенные графиком, а 𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛 – соответствующие объемы поставок, 

также определенные графиком. Тогда объем поставки Q в рассматриваемый период 

определяется как 

 

𝑄 =∑𝑆𝑖 .

𝑛

𝑖=1

                                                        (2.63) 

 

Время доставки в рассматриваемой модели является случайной величиной. 

Пусть неопределенность времени доставки товара на склад 𝑥, выражено соотноше-

нием (2.64): 
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𝑥 = 𝑡∗ + Δ𝑡,                                                         (2.64) 

 

где 𝑡∗- время заказа поставки товара; Δ𝑡-случайная величина, представляющая раз-

ницу между фактическим временем доставки и договорным с известным законом 

распределения, с плотностью распределения вероятностей - 𝑓(𝑥), функцией рас-

пределения вероятностей Ф(x) и известным множеством значений 𝑥𝜖[𝑎, 𝑏]. 

В качестве оптимизирующей переменной рассматривается момент назначе-

ния поставки 𝑡∗ . Предполагается также, что контрактные обязательства постав-

щика обременены условиями выплаты неустоек в случае нарушения сроков или 

объемов поставки. Такими неустойками могут являться штрафы, которые опреде-

ляются как фиксированные дополнительные выплаты в случае нарушений условий 

поставки, как правило они определяются как фиксированный процент от общей 

суммы поставки. В качестве неустойки могут рассматриваться пени, которые явля-

ются дополнительными выплатами по фиксированным тарифам в зависимости от 

объема недопоставки и сроков недопоставки. 

В моделях учитываются также дополнительные издержки хранения завезен-

ной партии товара в случае ее раннего завоза, а именно до времени первой кон-

трактной поставки, которые исчисляются пропорционально объему товара и вре-

мени досрочного хранения по тарифу H, 𝐻 ≥ 0. Помимо прямых складских издер-

жек, тариф издержек хранения может включать в себя и финансовые потери от эф-

фекта «замороженных денег», особенно если торговая компания использует в ка-

честве оборотного капитала банковскую кредитную линию. Исследования данных 

моделей представлено в [64]. 

 

2.3.1 Модель минимизации дополнительных издержек с учетом рисков 

начисления штрафов 

 

В данной модели в качестве целевой функции рассматривается математиче-

ское ожидание интегральных дополнительных издержек, включающие издержки 
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хранения до начала контрактных поставок и издержки выплаты штрафов за нару-

шение контрактных условий поставки. Пусть 𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑛 – абсолютные значения 

фиксированных штрафов за нарушение сроков соответствующих поставок.  

Первоначально определим область допустимых значений для оптимизирую-

щей переменной 𝑡∗. Заметим, что 𝑡1 − 𝑏 ≤ 𝑡
∗. Это следует из того, что при меньших 

значениях 𝑡∗ риск штрафов отсутствует, а дополнительные издержки хранения воз-

растают и, следовательно, эти значения не могут являться оптимальным моментом 

назначения поставки. Заметим также, что 𝑡∗ ≤ 𝑡1 − 𝑎. Это следует из того, что при 

больших значениях 𝑡∗ риск дополнительных издержек хранения отсутствует, а до-

полнительные издержки штрафов возрастают и, следовательно, эти значения также 

не могут являться оптимальным моментом назначения поставки. Таким образом, 

искомый момент назначения поставки удовлетворяет следующему двойному нера-

венству: 

 

𝑡1 − 𝑏 ≤ 𝑡
∗ ≤ 𝑡1 − 𝑎, откуда 𝑎 ≤ 𝑡1 − 𝑡

∗ ≤  𝑏.                                            (2.65) 

 

Учитывая, что 𝑎 ≤ Δ𝑡 ≤  𝑏  Математический вид целевой функции модели пред-

ставлен выражением (2.66). 

 

𝐹(𝑡∗) =  ∫ 𝐻𝑄(

𝑡1− 𝑡
∗

𝑎

 𝑡1 − 𝑡
∗ −  Δ𝑡)𝑓(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡 + ∑𝑝𝑖(𝑡

∗)𝑉𝑖 ,                       (2.66)

𝑛

𝑖=1

 

 

где 𝑝1(𝑡
∗), 𝑝2(𝑡

∗), …, 𝑝𝑛(𝑡
∗) – вероятности выплаты соответствующего штрафа, за-

висящие от момента назначения поставки 𝑡∗, а Q – объем поставки в рассматрива-
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емый период, определенный соотношением (2.63). Вероятности штрафов при за-

данном моменте поставки могут выражены через функцию плотности распределе-

ния вероятностей как: 

 

𝑝𝑖(𝑡
∗) =  

{
 

 
∫ 𝑓(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡,        𝑡𝑖

𝑏

𝑡𝑖−𝑡
∗

≤ 𝑡∗ + 𝑏,                    (2.67)

0,       𝑡𝑖 > 𝑡
∗ + 𝑏,

 

 

или через функцию распределения вероятностей как: 

 

𝑝𝑖(𝑡
∗) =  {

Ф(𝑏)–  Ф(𝑡𝑖 − 𝑡
∗), 𝑡𝑖 ≤ 𝑡

∗ + 𝑏,                  (2.68)
0,         𝑡𝑖 > 𝑡

∗ + 𝑏.
 

 

Условием отличности от 0 вероятностей штрафов является условие 𝑡𝑖 ≤ 𝑡
∗ +

𝑏. С учетом того, что 𝑡∗ ≤ 𝑡1 − 𝑎, достаточно учесть в модели только штрафы, ко-

торые удовлетворяют неравенству 𝑡𝑖 ≤ 𝑡1 + (𝑏 − 𝑎). Пусть это условие выполня-

ется для i = 1, 2, …, 𝐾𝑚𝑎𝑥. Для конкретного значения 𝑡∗ максимальный индекс нену-

левых вероятностей 𝐾(𝑡∗) может быть отличен от 𝐾𝑚𝑎𝑥. В частности, как нетрудно 

видеть, при 𝑡∗ = 𝑡1 − 𝑏 условие 𝑡𝑖 ≤ 𝑡
∗ + 𝑏 выполняется только для i=1. Следова-

тельно, в общем случае 1 ≤ 𝐾(𝑡∗) ≤  𝐾𝑚𝑎𝑥 . 

Для минимизации функции F(𝑡∗) найдем ее производную, воспользовавшись 

известной формулой Лейбница для дифференцирования интегральных функций с 

переменным верхним пределом [34, с. 218]. 

𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∑ 𝑓(𝑡𝑖 − 𝑡

∗)𝑉𝑖 ,                           (2.69)

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

𝑡1− 𝑡
∗

𝑎

 

или 
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𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄Ф(𝑡1 − 𝑡

∗) + ∑ 𝑓(𝑡𝑖 − 𝑡
∗)𝑉𝑖 ,                           (2.70)

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 

 

Рассмотрим значения производной на концах рассматриваемого отрезка оп-

тимизирующей переменной. Имеем на левом конце отрезка при 𝑡∗ = 𝑡1 − 𝑏: 

 

𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∑ 𝑓(𝑏 + (𝑡𝑖 − 𝑡1))𝑉𝑖 = −𝐻𝑄 < 0,            (2.71)

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

 

Соответственно на правом конце отрезка при 𝑡∗ = 𝑡1 − 𝑎 имеем: 

 

𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑎

𝑎

+ ∑ 𝑓(𝑎 + (𝑡𝑖 − 𝑡1))𝑉𝑖 = ∑ 𝑓(𝑎 + (𝑡𝑖 − 𝑡1))𝑉𝑖

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 ≥ 0,       (2.72)  

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 

 

Учитывая непрерывность рассматриваемой функции и ее производной, а также ее 

не положительость на левом конце отрезка и не отрицательность на правом конце, 

можно утверждать наличие стационарной точки на данном отрезке, которая явля-

ется решением задачи. Найти ее в общем случае возможно применяя численные 

методы поиска корней для уравнения (2.73). 
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−𝐻𝑄Ф(𝑡1 − 𝑡
∗) + ∑ 𝑓(𝑡𝑖 − 𝑡

∗)𝑉𝑖 = 0.                                 (2.73)

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 

 

Далее проведем решение данной задачи в предположении, что случайная ве-

личина, описывающая отклонение реального времени поставки от ожидаемого, 

распределена по треугольному закону распределения на отрезке [𝑎, 𝑏]. Параметры 

𝑎, 𝑏, 𝑐  –удовлетворяют следующим условиям: 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏 , где 𝑎  - нижний 

предел значений случайной величины, 𝑏 - верхний предел значений случайной ве-

личины, 𝑐 - мода (значение, встречающиеся в распределении наиболее часто). В 

этом случае функция плотности распределения вероятностей f(x) выражается со-

гласно соотношениям (2.74), а функция распределения вероятностей согласно со-

отношениям (2.75). 

 

𝑓(𝑥) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

0, при 𝑥 < 𝑎;

2(𝑥 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
, при 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑐;

2

(𝑏 − 𝑎)
, при 𝑥 = 𝑐;

2(𝑏 − 𝑥)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
, при с < 𝑥 ≤ 𝑏;

0, при 𝑏 < 𝑥.

                            (2.74) 

 

Ф(𝑥) =

{
 
 
 

 
 
 

0, при 𝑥 < 𝑎;

(𝑥 − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
, при 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐;

1 −
(𝑏 − 𝑥)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
, при с ≤ 𝑥 ≤ 𝑏;

0, при 𝑏 < 𝑥.

                            (2.75) 

 

Для определенности предположим, что 𝐾𝑚𝑎𝑥=2. 
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Шаг 1. Для каждого i = 1, …, 𝐾𝑚𝑎𝑥 вычислим тройку чисел: 𝑡𝑖 − 𝑏, 𝑡𝑖 − 𝑏, 𝑡𝑖 − 𝑎.  

Шаг 2. Из чисел, вычисленных на шаге 1, исключим числа, которые превосходят 

значение (𝑡1 − 𝑎). Оставшиеся числа упорядочим по возрастанию. Пусть в рас-

сматриваемом примере определился следующий порядок: 𝑡1 − 𝑏 ≤ 𝑡2 − 𝑏 ≤  𝑡1 −

𝑐 ≤  𝑡2 − 𝑐 ≤  𝑡1 − 𝑎. Таким образом, отрезок допустимых значений переменной 

𝑡∗, разбился на 4 отрезка. Далее решим задачу поиска корней уравнения (2.73), т.е. 

стационарных точек функции (2.66) на каждом из них. 

Шаг 3.1 𝑡1 − 𝑏 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡2 − 𝑏. Уравнение (2.73) принимает вид: 

 

−𝐻𝑄 (1 −
(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡

∗)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
) +

2(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡
∗)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑉1 = 0.                                          (2.76) 

 

Уравнение (2.76) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 3.2 𝑡2 − 𝑏 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡1 − 𝑐. Уравнение (2.73) принимает вид: 

 

−𝐻𝑄(1 −
(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡

∗)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
) +

2(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡
∗)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑉1 +

2(𝑏 − 𝑡2 + 𝑡
∗)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑉2 = 0.   (2.77) 

 

Уравнение (2.77) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 3.3 𝑡1 − 𝑐 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡2 − 𝑐. Уравнение (2.73) принимает вид: 

 

−𝐻𝑄 (
(𝑡1 − 𝑡

∗ − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
) +

2(𝑡1 − 𝑡
∗ − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑉1 +

2(𝑏 − 𝑡2 + 𝑡
∗)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑉2 = 0.           (2.78) 
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Уравнение (2.77) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 3.4 𝑡2 − 𝑐 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡1 − 𝑎. Уравнение (2.73) принимает вид: 

 

−𝐻𝑄(
(𝑡1 − 𝑡

∗ − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
) +

2(𝑡1 − 𝑡
∗ − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑉1 +

2(𝑡2 − 𝑡
∗ − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑉2 = 0.           (2.79) 

 

Уравнение (2.79) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 4. Объединение множеств решений, полученных на этапах 3.1 – 3.4 является 

непустым множеством в силу обоснования, приведенного выше. Если найденная 

стационарная точка единственная, то она является решением задачи. Иначе во всех 

стационарных точках вычисляется значение функции (2.66), которое осуществля-

ется аналитическими способами и выбирается точка с минимальным значением 

функции, которая и является решением задачи. 

 

 

2.3.2 Модель минимизации дополнительных издержек с учетом рисков 

начисления пени 

 

 

В данной модели в качестве целевой функции рассматривается математиче-

ское ожидание интегральных дополнительных издержек, включающие издержки 

хранения до начала контрактных поставок и издержки выплаты пени за нарушение 
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сроков поставки. Предполагаем, что пени начисляются за каждый день задержки 

поставки и исчисляются как фиксированная доля от общей суммы поставки. Пусть 

𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑛  – значения фиксированных долей от общей суммы поставки при 

начислении пени за нарушение сроков соответствующих поставок. Пусть 

𝑊1,𝑊2, … ,𝑊𝑛 – общие суммы соответствующих поставок. 

Рассуждения, проведенные нами в предыдущей модели относительно обла-

сти допустимых значений для оптимизирующей переменной 𝑡∗, остаются верными 

с точностью до замены рисков выплаты штрафов на риски выплаты пени и приво-

дят нас к аналогичному результату 𝑡1 − 𝑏 ≤ 𝑡
∗ ≤ 𝑡1 − 𝑎. 

Учитывая, что 𝑎 ≤ Δ𝑡 ≤  𝑏  Математический вид целевой функции модели 

представлен выражением (2.80). 

 

𝐹(𝑡∗) =  ∫ 𝐻𝑄(

𝑡1− 𝑡
∗

𝑎

 𝑡1 − 𝑡
∗ −  Δ𝑡)𝑓(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡 + ∑𝑚𝑖𝑊𝑖𝑃𝑖(𝑡

∗),

𝑛

𝑖=1

                       (2.80) 

 

где 𝑃1(𝑡
∗) , 𝑃2(𝑡

∗) , …, 𝑃𝑛(𝑡
∗)  – математическое ожидание количества дней про-

срочки при нарушении соответствующей поставки, зависящее от момента назначе-

ния поставки 𝑡∗, вычисляемые согласно выражения (2.81) а Q – объем поставки в 

рассматриваемый период, определенный соотношением (2.63). 

 

𝑃𝑖(𝑡
∗) =  

{
 

 
∫ (𝑡∗ + ∆𝑡 − 𝑡𝑖)𝑓(Δ𝑡)𝑑∆𝑡,   𝑡𝑖

𝑏

𝑡𝑖−𝑡
∗

≤ 𝑡∗ + 𝑏,                    (2.81)

0,       𝑡𝑖 > 𝑡
∗ + 𝑏,
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Рассуждения в параграфе 2.3.1 относительно определения величины 𝐾𝑚𝑎𝑥 

остаются справедливыми для данной модели, как и общий вывод, выраженный 

двойным неравенством 1 ≤ 𝐾(𝑡∗) ≤  𝐾𝑚𝑎𝑥 . 

Для минимизации функции F(𝑡∗) найдем ее производную, воспользовавшись 

известной формулой Лейбница для дифференцирования интегральных функций с 

переменным верхним пределом [34, с. 218]. 

 

𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∑ 𝑚𝑖𝑊𝑖𝑝𝑖(𝑡

∗),                (2.82)

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

𝑡1− 𝑡
∗

𝑎

 

 

где функции 𝑝𝑖(𝑡
∗) определяются выражениями (2.67) или (2.68). Равносильная за-

пись представлена выражением (2.83) 

 

𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄Ф(𝑡1 − 𝑡

∗)    +  ∑ 𝑚𝑖𝑊𝑖𝑝𝑖(𝑡
∗).                  (2.83)

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 

 

Рассмотрим значения производной на концах рассматриваемого отрезка оп-

тимизирующей переменной. Имеем на левом конце отрезка при 𝑡∗ = 𝑡1 − 𝑏: 

 

𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∑ 𝑚𝑖𝑊𝑖𝑝𝑖(𝑡1 − 𝑏) = −𝐻𝑄 < 0.    (2.84) 

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

 

Соответственно на правом конце отрезка при 𝑡∗ = 𝑡1 − 𝑎 имеем: 
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𝑑𝐹(𝑡∗)

𝑑𝑡∗
= −𝐻𝑄∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑎

𝑎

+ ∑ 𝑚𝑖𝑊𝑖𝑝𝑖(𝑡1 − 𝑎) = ∑
𝑚𝑖𝑊𝑖𝑝𝑖(𝑡1 − 𝑎) ≥ 0.                         (2.85)

 

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 

 

Учитывая непрерывность рассматриваемой функции и ее производной, а также ее 

не положительность на левом конце отрезка и не отрицательность на правом конце, 

можно утверждать наличие стационарной точки на данном отрезке, которая явля-

ется решением задачи. Найти ее в общем случае возможно применяя численные 

методы поиска корней для уравнения (2.86). 

 

−𝐻𝑄Ф(𝑡1 − 𝑡
∗) + ∑ 𝑚𝑖𝑊𝑖𝑝𝑖(𝑡1 − 𝑎) = 0.                                 (2.86)

𝐾(𝑡∗)

𝑖=1

 

 

Далее проведем решение данной задачи в предположении, что случайная ве-

личина, описывающая отклонение реального времени поставки от ожидаемого, 

распределена по треугольному закону распределения на отрезке [𝑎, 𝑏]. Параметры 

𝑎, 𝑏, 𝑐  –удовлетворяют следующим условиям: 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏 , где 𝑎  - нижний 

предел значений случайной величины, 𝑏 - верхний предел значений случайной ве-

личины, 𝑐 - мода (значение, встречающиеся в распределении наиболее часто). В 

этом случае функция плотности распределения вероятностей f(x) выражается со-

гласно соотношениям (2.74), а функция распределения вероятностей согласно со-

отношениям (2.75). 

Для определенности предположим, что 𝐾𝑚𝑎𝑥=2. 

Шаг 1. Для каждого i = 1, …, 𝐾𝑚𝑎𝑥 вычислим тройку чисел: 𝑡𝑖 − 𝑏, 𝑡𝑖 − 𝑏, 𝑡𝑖 − 𝑎.  
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Шаг 2. Из чисел, вычисленных на шаге 1, исключим числа, которые превосходят 

значение (𝑡1 − 𝑎). Оставшиеся числа упорядочим по возрастанию. Пусть в рас-

сматриваемом примере определился следующий порядок: 𝑡1 − 𝑏 ≤ 𝑡2 − 𝑏 ≤  𝑡1 −

𝑐 ≤  𝑡2 − 𝑐 ≤  𝑡1 − 𝑎. Таким образом, отрезок допустимых значений переменной 

𝑡∗, разбился на 4 отрезка. Далее решим задачу поиска корней уравнения (2.86), т.е. 

стационарных точек функции (2.80) на каждом из них. 

Шаг 3.1 𝑡1 − 𝑏 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡2 − 𝑏. Уравнение (2.86) принимает вид: 

 

−𝐻𝑄(1 −
(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡

∗)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
) +𝑚1𝑊1

(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡
∗)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
= 0.                                 (2.87) 

 

Уравнение (2.87) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 3.2 𝑡2 − 𝑏 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡1 − 𝑐. Уравнение (2.86) принимает вид: 

 

−𝐻𝑄 (1 −
(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡

∗)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
) +𝑚1𝑊1

(𝑏 − 𝑡1 + 𝑡
∗)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
+ 𝑚2𝑊2

(𝑏 − 𝑡2 + 𝑡
∗)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

= 0.                                                                                                                                             (2.88) 

 

Уравнение (2.88) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 3.3 𝑡1 − 𝑐 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡2 − 𝑐. Уравнение (2.86) принимает вид: 
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−𝐻𝑄 (
(𝑡1 − 𝑡

∗ − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
) +𝑚1𝑊1(1 −

(𝑡1 − 𝑡
∗ − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
) + 𝑚2𝑊2

2(𝑏 − 𝑡2 + 𝑡
∗)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

= 0.                                                                                                                                             (2.89) 

 

Уравнение (2.89) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 3.4 𝑡2 − 𝑐 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡1 − 𝑎. Уравнение (2.86) принимает вид: 

 

−𝐻𝑄 (
(𝑡1 − 𝑡

∗ − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
) +𝑚1𝑊1(1 −

(𝑡1 − 𝑡
∗ − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
) + 𝑚2𝑊2(1 −

(𝑡2 − 𝑡
∗ − 𝑎)2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

= 0.                                                                                                                                            (2.90) 

 

Уравнение (2.90) есть задача нахождения корней квадратного уравнения на задан-

ном отрезке, которая решается аналитически. 

Шаг 4. Объединение множеств решений, полученных на этапах 3.1 – 3.4 является 

непустым множеством в силу обоснования, приведенного выше. Если найденная 

стационарная точка единственная, то она является решением задачи. Иначе во всех 

стационарных точках вычисляется значение функции (2.80), которое осуществля-

ется аналитическими способами и выбирается точка с минимальным значением 

функции, которая и является решением задачи. 
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Глава 3 Математические модели оптимизации объема поставки 

 

 

В данной главе предполагается, что момент поставки партии товара является 

детерминированной величиной, не подлежащей корректировки. Это характерно 

для организаций, в логистических цепочках которых присутствуют регулярные 

рейсы, например железнодорожных или морских перевозок. Таким образом, в ка-

честве оптимизационного параметра в моделях данной главы будет рассмотрен 

объем поставки товара, который следует завозить в заданный момент времени, поз-

воляющий минимизировать риски, снижением одновременно затрат на хранение 

товара на складе и потерь от упущенной выгоды, а также риски потери клиентов в 

результате неполного удовлетворения их спроса. 

 

 

3.1 Модель оптимизации объема поставки с учетом неопределенности спроса 

по критерию минимизации дополнительных издержек 

 

 

Разработанная стохастическая модель предназначена для оптимизации объ-

ема поставки. Источником неопределенности является случайный характер спроса. 

Предполагается, что распределение случайной величины отклонений фактического 

спроса от прогнозируемого известно. Основные результаты данного параграфа 

опубликованы автором в работах [59], [61]. 

Кроме того, предположим, что время поставки является строго детерминиро-

ванным, т.е. выполнение заказа на завоз товара всегда происходит точно в срок. 

Неопределенность в данной модели выражается через отклонения фактиче-

ского времени окончания товара на складе от прогнозируемого согласно соотноше-

нию (3.1): 

 

𝛼 = 𝛼0 + Δ𝛼,                                                       (3.1) 
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где 𝛼0 - прогнозируемое время обнуления запаса товара, Δ𝛼 - случайная величина 

отклонения фактического времени обнуления товара на складе от прогнозируе-

мого. 

Будем считать, что случайная величина Δ𝛼 распределена по треугольному за-

кону распределения на отрезке [𝑎, 𝑏]. Параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 – определяются из стати-

стических данных, либо с помощью оценок экспертов, при соблюдение следую-

щего условия: 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏 , где 𝑎  - нижний предел, 𝑏  - верхний предел, 𝑐  - 

мода (значение, встречающиеся в распределении наиболее часто). В частном слу-

чае 𝑎 = 𝑐 или 𝑐 = 𝑏 треугольное распределение строится по двум точкам. Тогда 

случайной величине времени фактического обнуления товара α соответствует тре-

угольное распределение на отрезке [𝛼0 + a; 𝛼0 + b]. На рисунке 2.1 изображен гра-

фик плотности распределения случайной величины Δ𝛼. Как уже отмечалось ранее, 

использование треугольного распределения вполне адекватно во многих реальных 

задачах и имеет существенные преимущества при недостаточном объеме статисти-

ческих выборок, т.к. для его использования можно воспользоваться оценками экс-

пертов. 

С одной стороны, в результате завоза товара до окончания предыдущей пар-

тии возникают дополнительные складские расходы, связанные с размещением и 

обслуживанием товара, а также потери от замороженных средств в товаре (учет 

временной стоимости денег). Допустим объем партии товара, который прибудет 

после реализации завезенного в момент t0 товара в объеме Q равен 𝑄∗ . Данный 

объем возможно точно не известен, поскольку, например неизвестна дата следую-

щей поставки. В этом случае используется прогнозное значение данного объема. 

Тогда дополнительные складские затраты для объема 𝑄 в течении времени от 𝑡∗ и 

до момента фактического окончания товара α, в случае, когда завоз товара был про-

изведен раньше момента времени 𝑡∗  (𝑡∗ < 𝛼), могут быть выражены соотноше-

нием (3.2): 
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𝐼 = 𝑝𝑄∗(𝛼 − 𝑡∗),                                                    (3.2) 

 

где 𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 - цена удельных складских издержек единичного объема товара. 

С другой стороны, из-за позднего привоза товара может возникнуть дефицит 

товара, который приведет к упущенной выгоде. Размер этой упущенной выгоды от 

момента фактического окончания товара на складе 𝛼 и до момента поступления но-

вой партии товара на склад 𝑡∗ в объеме 𝑄, в случае, когда завоз товара был произ-

веден позже момента времени 𝑡∗  (𝑡∗ > 𝛼), может быть выражен соотношением 

(3.3): 

 

𝐷 = 𝑞𝑧(𝑡∗ − 𝛼),                                                  (3.3) 

 

где 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 - удельная прибыль от реализации товара, 𝑞 −   оценка среднесуточ-

ного количества реализации товара. 

Суммарный объем дополнительных затрат, возникающих в следствие несвое-

временности завоза можно выразить соотношением (3.4): 

 

𝐼 + 𝐷 = {
𝑝𝑄∗(𝛼 − 𝑡∗), 𝑡∗ ≤ 𝛼;

𝑞𝑧(𝑡∗ − 𝛼), 𝑡∗ > 𝛼.
                                        (3.4) 

 

В качестве целевой функции интегральных дополнительных издержек при-

мем их математическое ожидание, поскольку интегральные издержки являются не-

прерывной случайной величиной. 

Пусть в рассматриваемой модели неопределенность спроса выражается слу-

чайной величиной Δ𝛼, которая распределена согласно треугольному закону рас-

пределения с плотностью, выраженной соотношением (2.5). 

В этом случае математическое ожидание интегральных дополнительных за-

трат, связанных с несвоевременностью завоза, выражается соотношением (3.5). 
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𝐹(𝑄) = ∫ 𝑞𝑧 (𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− Δ𝛼)𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼 +

Δ𝛼≤𝑡∗−
𝑄
𝑞

+ ∫ 𝑝𝑄∗ (
𝑄

𝑞
+ Δ − 𝑡∗) 𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼,                                                (3.5)

Δ𝛼≥𝑡∗−
𝑄
𝑞

 

 

Таким образом математически формализованная задача минимизации инте-

гральных дополнительных затрат, возникающая в процессе управления запасами, 

представленная соотношением (3.6), заключается в определении такого объема за-

воза Q, который обеспечит минимум математического ожидания интегральных до-

полнительных затрат. 

 

𝐹(𝑄) → min.
𝑄
                                                     (3.6) 

 

Представим соотношение (3.5) двумя слагаемыми (3.7): 

 

𝐹(𝑄) = 𝐹𝐷(𝑄) + 𝐹𝐼(𝑄).                                         (3.7) 

 

Первая из функций соотношения (3.7) представляется как (3.8): 

 

𝐹𝐷(𝑄) = {
∫ 𝑞𝑧 (𝑡∗ −

𝑄
𝑞
− Δ𝛼)𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼,   𝑡∗ > 𝛼,

𝑏

𝑎

0,                                                                𝑡∗ ≤ 𝛼 
                       (3.8) 

 

Таким образом, интеграл в формуле (3.8) может иметь ненулевое значение 

только при 𝑡∗ > 𝛼, это равносильно тому, что 𝑡∗ >
𝑄

𝑞
+ ∆𝛼, а значит, интеграл (3.8) 

существует и при 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
> ∆𝛼. 
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Рассмотрим четыре возможных случая. 

В первом случае, при 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< 𝑎 , или 𝑄 ≥ 𝑞(𝑡∗ − 𝑎), c учетом неравенства 

𝑎 ≤ ∆𝛼 , справедливо неравенство 𝑡∗ <
𝑄

𝑞
+ ∆𝛼 = 𝛼, а  следовательно, интеграл 

𝐹𝐷(𝑄) в рассматриваемой области переменной Q примет вид, согласно формуле 

(3.8): 

 

𝐹𝐷1(𝑄) = 0.                                                      (3.9) 

 

Дополнительный индекс в данном случае характеризует номер рассматриваемого 

интервала переменной. 

Рассмотрим второй случай, когда 𝑎 ≤ 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< 𝑐, или 𝑞(𝑡∗ − 𝑐) ≤ 𝑄 ≤

𝑞(𝑡∗ − 𝑎),  Неравенство 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
≥ ∆𝛼 выполняется на отрезке [𝑎; 𝑡∗ −

𝑄

𝑞
] и не выпол-

няется на отрезке (𝑡∗ − 𝛼0, 𝑏), следовательно: 

 

𝐹𝐷2(𝑡
∗) = ∫ 𝑞𝑧⏟

𝐾1

(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− Δ𝛼)

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑎

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ ∫ (𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− Δ𝛼) (Δ𝛼 − 𝑎)𝑑Δ𝛼

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑎

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[
 
 
 
 

∫ 𝑎 (
𝑄

𝑞
− 𝑡∗)𝑑Δ𝛼

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑎

+ 

 

+ ∫ (𝑡∗ −
𝑄

𝑞
+ 𝑎)Δ𝛼𝑑Δ𝛼 − ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑎
]
 
 
 
 

=

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑎

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[𝑎 (
𝑄

𝑞
− 𝑡∗) ∙ 
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∙ Δ𝛼|𝑎
𝑡∗−

𝑄
𝑞
+
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑎)Δ𝛼2|𝑎

𝑡∗−
𝑄
𝑞
−
1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑡∗−
𝑄
𝑞
] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

∙ 

 

∙ [(𝑎
𝑄

𝑞
− 𝑎𝑡∗) (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑎) +

1

2
(𝑡∗

−
𝑄

𝑞
+ 𝑎) (𝑡∗2 − 2

𝑄

𝑞
𝑡∗ + (

𝑄

𝑞
)
2

− 𝑎2)−
1

3
𝑡∗3 +

𝑄

𝑞
𝑡∗2 − 𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

+
1

3
(
𝑄

𝑞
)
3

+
1

3
𝑎3] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[𝑎
𝑄

𝑞
𝑡∗ − 𝑎 (

𝑄

𝑞
)
2

− 

 

−𝑎2
𝑄

𝑞
− 𝑎𝑡∗2 + 𝑎𝑡∗

𝑄

𝑞
+ 𝑎2𝑡∗ +

1

2
𝑡∗3 −

𝑄

𝑞
𝑡∗2 +

1

2
𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

−
1

2
𝑎2𝑡∗ − 

 

−
1

2
𝑡∗2

𝑄

𝑞
+ 𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

−
1

2
(
𝑄

𝑞
)
3

+
1

2
𝑎2
𝑄

𝑞
+
1

2
𝑎𝑡∗2 − 𝑎𝑡∗

𝑄

𝑞
+
1

2
𝑎 (
𝑄

𝑞
)
2

−
1

2
𝑎3 − 

 

−
1

3
𝑡∗3 + 𝑡∗2

𝑄

𝑞
− 𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

+
1

3
(
𝑄

𝑞
)
3

+
1

3
𝑎3]

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
[−
1

6
(
𝑄

𝑞
)
3

+
1

2
(𝑡∗ − 𝑎) (

𝑄

𝑞
)
2

−
1

2
(𝑡∗ − 𝑎)2

𝑄

𝑞

+
1

6
(𝑡∗ − 𝑎)3 ] =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑡∗ − 𝑎 −
𝑄

𝑞
)
3

. 

 

Таким образом, во втором случае из формулы (3.8) получаем формулу (3.10): 

 

𝐹𝐷2(𝑄) =
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 −

𝑄

𝑞
)
3

.                  (3.10) 
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Рассмотрим третий случай, когда 𝑎 < 𝑐 ≤ 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< 𝑏 , или 𝑞(𝑡∗ − 𝑏) ≤ 𝑄 ≤

𝑞(𝑡∗ − 𝑐),  Неравенство 𝑡∗ − 𝛼0 > ∆𝛼 выполняется на отрезках [𝑎; 𝑐] и [𝑐; 𝑡∗ − 𝛼0] 

и не выполняется на отрезке (𝑡∗ − 𝛼0; 𝑏), следовательно: 

 

𝐹𝐷3(𝑄) = ∫𝑞𝑧⏟
𝐾1

(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− Δ𝛼)

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑞𝑧⏟
𝐾1

(𝑡∗ −

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑐

 

 

−
𝑄

𝑞
− Δ𝛼)

2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− Δ𝛼)

𝑐

𝑎

(Δ𝛼 − 

 

−𝑎)𝑑Δ𝛼 +
1

(𝑏 − 𝑐)
∫ (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− Δ𝛼) (b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑐
]
 
 
 
 

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (∫𝑎 (
𝑄

𝑞
− 𝑡∗)𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
+ 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 − ∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

𝑐

𝑎

)+
1

(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙

(

 
 
∫ 𝑏 (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
) 𝑑Δ𝛼

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑐

+ ∫ (−𝑡∗ +
𝑄

𝑞
− 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 + ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑐

)

 
 

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑐
]
 
 
 
 

= 

 

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎 (

𝑄

𝑞
− 𝑡∗) Δ𝛼|𝑎

𝑐 +
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+𝑎)Δ𝛼2|𝑎

𝑐 −
1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑐) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏 (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
)Δ𝛼|𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞
−
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑎)Δ𝛼2|𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞
+
1

3
Δ𝛼3|𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞
)] = 
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=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎

𝑄

𝑞
− 𝑎𝑡∗) (𝑐 − 𝑎) +

1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑎) (𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎) − 

 

−
1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2)) +

1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝑡∗ − 𝑏

𝑄

𝑞
) (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑐) −

1

2
(𝑡∗ − 

 

−
𝑄

𝑞
+ 𝑏)(𝑡∗2 −2

𝑄

𝑞
𝑡∗ + (

𝑄

𝑞
)
2

− 𝑐2) +
1

3
𝑡∗3 −

𝑄

𝑞
𝑡∗2 + (

𝑄

𝑞
)
2

𝑡∗ −
1

3
(
𝑄

𝑞
)
3

− 

 

−
1

3
𝑐3)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[𝑎
𝑄

𝑞
− 𝑎𝑡∗ +

1

2
𝑐𝑡∗ +

1

2
𝑎𝑡∗ −

1

2

𝑄

𝑞
𝑐 −

1

2

𝑄

𝑞
𝑎 +

1

2
𝑎𝑐 + 

 

+
1

2
𝑎2 −

1

3
𝑐2 −

1

3
𝑎𝑐 −

1

3
𝑎2 +

1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏𝑡∗2 − 𝑏

𝑄

𝑞
𝑡∗ − 𝑏𝑐𝑡∗ − 𝑏

𝑄

𝑞
𝑡∗ + 

 

+𝑏 (
𝑄

𝑞
)
2

+ 𝑏𝑐
𝑄

𝑞
−
1

2
𝑡∗3 +

𝑄

𝑞
𝑡∗2 −

1

2
𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

+
1

2
𝑐2𝑡∗ +

1

2
𝑡∗2

𝑄

𝑞
− (

𝑄

𝑞
)
2

𝑡∗ + 

 

+
1

2
(
𝑄

𝑞
)
3

−
1

2

𝑄

𝑞
𝑐2 −

1

2
𝑏𝑡∗2 + 𝑏

𝑄

𝑞
𝑡∗ −

1

2
𝑏 (
𝑄

𝑞
)
2

+
1

2
𝑏𝑐2 +

1

3
𝑡∗3 −

𝑄

𝑞
𝑡∗
2

+ 

 

+(
𝑄

𝑞
)
2

𝑡∗ −
1

3
(
𝑄

𝑞
)
3

−
1

3
𝑐3)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
(𝑐 − 𝑎)𝑡∗ +

1

6
(𝑎 −𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 2𝑐) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(−

1

6
𝑡∗3 + (

1

2
𝑏 +

1

2

𝑄

𝑞
) 𝑡∗2 + (−

1

2
(
𝑄

𝑞
)
2

− 𝑏
𝑄

𝑞
− 𝑏𝑐 +

1

2
𝑐2) 𝑡∗ + 
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+
1

6
(
𝑄

𝑞
)
3

+
1

2
𝑏 (
𝑄

𝑞
)
2

+ 𝑏𝑐
𝑄

𝑞
−
1

2

𝑄

𝑞
𝑐2 +

1

2
𝑏𝑐2 −

1

3
𝑐3) ] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

6
(𝑎 − 𝑐) ∙ 

 

∙ (3
𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡∗) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(−

1

6
𝑡∗3 + (

1

2
𝑏 +

1

3

𝑄

𝑞
+
1

6

𝑄

𝑞
+
1

3
𝑐 −

1

3
𝑐) ∙ 

 

∙ 𝑡∗2 + (−
1

2
(
𝑄

𝑞
)
2

−
1

2
𝑐
𝑄

𝑞
+
1

2

𝑄

𝑞
𝑐 − 𝑏

𝑄

𝑞
− 𝑏𝑐 +

1

2
𝑐2) 𝑡∗ +

1

6
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐)

2

(
𝑄

𝑞
+ 

 

+3𝑏 − 2𝑐))] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[
1

6
(𝑎 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡∗) +

1

(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (−
1

6
𝑡∗3 +

1

3
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐) 𝑡∗2 +

1

6
(
𝑄

𝑞
+ 3𝑏 − 2𝑐) 𝑡∗2 −

1

3
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐) (

𝑄

𝑞
+ 3𝑏 − 

 

−2𝑐)𝑡∗ −
1

6
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐)

2

𝑡∗ +
1

6
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐)

2

(
𝑄

𝑞
+ 3𝑏 − 2𝑐) ) ] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

6
(𝑎 − 

 

−𝑐) (3
𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡∗) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(
1

6
(
𝑄

𝑞
+𝑐)2 −

1

3
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐) 𝑡∗ +

1

6
𝑡∗2) ∙ 

 

∙ (
𝑄

𝑞
+ 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡∗)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

6
(𝑎 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡∗) + 

 

+
1

6(𝑏 − 𝑐)
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐 − 𝑡∗)

2

(
𝑄

𝑞
+ 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡∗)]. 

 

Таким образом, в третьем случае из формулы (3.8) получаем формулу (3.11): 
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𝐹𝐷3(𝑄) =
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)
[(𝑎 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡∗) +

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐 − 𝑡∗)

2

(
𝑄

𝑞
+ 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡∗)].  

            (3.11) 

 

В четвертом случае, при 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
, или 𝑄 ≤ 𝑞(𝑡∗ − 𝑏), неравенство 𝑡∗ −

𝑄

𝑞
> ∆𝛼 выполняется на всем отрезке [𝑎, 𝑏], следовательно: 

 

𝐹𝐷4(𝑄) = ∫𝑞𝑧⏟
𝐾1

(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− Δ𝛼)

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫𝑞𝑧⏟
𝐾1

(𝑡∗ −

𝑏

𝑐

𝑄

𝑞
− 

 

−Δ𝛼) + ∫𝑞𝑧⏟
𝐾1

2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− Δ𝛼) ∙

𝑐

𝑎

 

 

∙ (Δ𝛼 − 𝑎)𝑑Δ𝛼 +
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− Δ𝛼) (b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (∫𝑎 (
𝑄

𝑞
− 𝑡∗) 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫(𝑡∗ −

𝑐

𝑎

𝑄

𝑞
+ 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 − ∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

) +
1

(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (∫𝑏 (𝑡∗ −
𝑄

𝑞
)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

+∫(−𝑡∗ +
𝑄

𝑞
− 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 +∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

𝑏

𝑐

)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
∙ 

 

∙ [
1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎 (

𝑄

𝑞
− 𝑡∗)Δ𝛼|𝑎

𝑐 +
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑎)Δ𝛼2|𝑎

𝑐 −
1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑐) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏 ∙ 
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∙ (𝑡∗ −
𝑄

𝑞
)Δ𝛼|𝑐

𝑏 −
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑎)Δ𝛼2|𝑐

𝑏 +
1

3
Δ𝛼3|𝑐

𝑏) ] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ ((𝑎
𝑄

𝑞
− 𝑎𝑡∗) (𝑐 − 𝑎) +

1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑎) (𝑐 − 𝑎)(𝑐 +𝑎) −

1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 

 

+𝑎2)) +
1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝑡∗ − 𝑏

𝑄

𝑞
) (𝑏 − 𝑐) −

1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑏) (𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) +

1

3
∙ 

 

∙ (𝑏 − 𝑐)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[𝑎
𝑄

𝑞
− 𝑎𝑡∗ +

1

2
𝑐𝑡∗ +

1

2
𝑎𝑡∗ −

1

2

𝑄

𝑞
𝑐 − 

 

−
1

2

𝑄

𝑞
𝑎 +

1

2
𝑎𝑐 +

1

2
𝑎2 −

1

3
𝑐2 −

1

3
𝑎𝑐 −

1

3
𝑎2 + 𝑏𝑡∗ − 𝑏

𝑄

𝑞
−
1

2
𝑏𝑡∗ −

1

2
𝑐𝑡∗ + 

 

+
1

2

𝑄

𝑞
𝑏 +

1

2

𝑄

𝑞
𝑐 − −

1

2
𝑏2 −

1

2
𝑏𝑐 +

1

3
𝑏2 +

1

3
𝑏𝑐 +

1

3
𝑐2] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝑏𝑡∗ − 

 

−
1

2
𝑎𝑡∗ +

1

2
𝑎
𝑄

𝑞
− 
1

2
𝑏
𝑄

𝑞
+
1

6
𝑎𝑐 −

1

6
𝑏𝑐 +

1

6
𝑎2 −

1

6
𝑏2] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝑡∗(𝑏 − 

 

−𝑎) +
1

2

𝑄

𝑞
(𝑎 − 𝑏) + 

1

6
𝑐(𝑎 − 𝑏) +

1

6
(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

1

6
(𝑎 − 𝑏) ∙ 

 

∙ (3
𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 𝑏+𝑐 − 3𝑡∗) =

𝐾1
3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3

𝑄

𝑞
). 

 

И наконец, в четвертом случае из формулы (3.8) получаем формулу (3.12): 

 

𝐹𝐷4(𝑄) =
𝐾1
3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3

𝑄

𝑞
).                          (3.12) 
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Теперь рассмотрим второе слагаемое выражения (3.7), которое выражается 

следующей формулой (3.13): 

 

𝐹𝐼(𝑄) = ∫𝑝𝑄∗ (
𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗) 𝜌(Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑎

.                     (3.13) 

 

Интеграл в формуле (3.13) существует при 𝑡∗ < 𝛼, это равносильно тому, что 

𝑡∗ <
𝑄

𝑞
+ ∆𝛼, а значит, интеграл (3.13) существует и при 𝑡∗ −

𝑄

𝑞
< ∆𝛼. 

Рассмотрим четыре возможных случая. 

В первом случае, при 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< 𝑎 < 𝑏 , или 𝑄 ≥ 𝑞(𝑡∗ − 𝑎), неравенство 𝑡∗ −

𝑄

𝑞
< ∆𝛼 выполняется на всем отрезке [𝑎, 𝑏], следовательно: 

 

𝐹𝐼1(𝑄) = ∫𝑝𝑄∗ (
𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗)

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+∫𝑝𝑄∗ (
𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗) ∙

𝑏

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∫(

𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗) (Δ𝛼 − 𝑎)𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(

𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗) (b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(∫𝑎 (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
)

𝑐

𝑎

∙ 

 

∙ 𝑑Δ𝛼 + ∫(
𝑄

𝑞
−

𝑐

𝑎

𝑡∗ − 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 + ∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑎

) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(∫𝑏 (

𝑄

𝑞
− 𝑡∗)

𝑏

𝑐

∙ 
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∙ 𝑑Δ𝛼 + ∫(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
+ 𝑏)

𝑏

𝑐

Δ𝛼 𝑑Δ𝛼 −∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

)] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝑡∗ − 

 

−
𝑄

𝑞
)Δ𝛼|𝑎

𝑐 +
1

2
(
𝑄

𝑞
− 𝑡∗ − 𝑎) Δ𝛼2|𝑎

𝑐 +
1

3
Δ𝛼3|𝑎

𝑐) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏 (

𝑄

𝑞
− 𝑡∗) Δ𝛼|𝑐

𝑏 + 

 

+ 
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑏) Δ𝛼2|𝑐

𝑏 −
1

3
Δ𝛼3|𝑐

𝑏)] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝑡∗ − 𝑎

𝑄

𝑞
) ∙ 

 

∙ (𝑐 − 𝑎) +
1

2
(
𝑄

𝑞
− 𝑡∗ − 𝑎) (𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎) +

1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2)) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏

𝑄

𝑞
− 𝑏𝑡∗) (𝑏 − 𝑐) +

1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑏) (𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) −

1

3
(𝑏 − 𝑐) ∙ 

 

∙ (𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[𝑎𝑡∗ − 𝑎

𝑄

𝑞
−
1

2
𝑐𝑡∗ −

1

2
𝑎𝑡∗ +

1

2

𝑄

𝑞
𝑐 +

1

2

𝑄

𝑞
𝑎 − 

 

−
1

2
𝑎𝑐 −

1

2
𝑎2 +

1

3
𝑐2 +

1

3
𝑎𝑐 +

1

3
𝑎2 − 𝑏𝑡∗ + 𝑏

𝑄

𝑞
+
1

2
𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑐𝑡∗ −

1

2

𝑄

𝑞
𝑏 − 

 

−
1

2

𝑄

𝑞
𝑐 + +

1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑐 −

1

3
𝑏2 −

1

3
𝑏𝑐 −

1

3
𝑐2] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[−
1

2
𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑎𝑡∗ − 

 

−
1

2
𝑎
𝑄

𝑞
+
1

2
𝑏
𝑄

𝑞
−
1

6
𝑎𝑐 +

1

6
𝑏𝑐 −

1

6
𝑎2 +

1

6
𝑏2] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[
1

2
𝑡∗(𝑎 − 𝑏) +

1

2

𝑄

𝑞
∙ 

 

∙ (𝑏 − 𝑎) + 
1

6
𝑐(𝑏 − 𝑎) +

1

6
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)

1

6
(𝑏 − 𝑎) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 
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+𝑏 + 𝑐 − 3𝑡∗) =
𝑝𝑄∗

3
(3
𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡∗). 

 

Таким образом, в первом случае формула (3.13) примет вид (3.14): 

 

𝐹𝐼1(𝑄) =
𝑝𝑄∗

3
(3
𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡∗).                          (3.14) 

 

Рассмотрим второй случай, когда 𝑎 ≤ 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< 𝑐 < 𝑏 , или 𝑞(𝑡∗ − 𝑐) ≤ 𝑄 ≤

𝑞(𝑡∗ − 𝑎). Неравенство 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< ∆𝛼  выполняется на отрезках [𝑡∗ −

𝑄

𝑞
; 𝑐] и [𝑐; 𝑏] и 

не выполняется на отрезке [𝑎; 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
], следовательно: 

 

𝐹𝐼2(𝑄) = ∫ 𝑝𝑄∗ (
𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗)

2(Δ𝛼 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞

+∫𝑝𝑄∗ (
𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 −

𝑏

𝑐

 

 

−𝑡∗)
2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)

[
 
 
 
 

1

(𝑐 − 𝑎)
∫ (

𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗) (Δ𝛼 − 𝑎)

𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞

∙ 

 

∙ 𝑑Δ𝛼 +
1

(𝑏 − 𝑐)
∫ (

𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗) (b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙

(

 
 

∫ 𝑎 (𝑡∗ −
𝑄

𝑞
) ∙

𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑑Δ𝛼 + ∫ (
𝑄

𝑞
− 𝑡∗ − 𝑎)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞

+ ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑐

𝑡∗−
𝑄
𝑞 )

 
 
+ 
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+
1

(𝑏 − 𝑐)
(∫𝑏 (

𝑄

𝑞
− 𝑡∗) ∙

𝑏

𝑐

𝑑Δ𝛼 + ∫(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
+ 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

−∫Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑐

)] = 

 

=
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎 (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
)Δ𝛼|

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑐 +
1

2
(
𝑄

𝑞
− 𝑡∗ − 𝑎)Δ𝛼2|

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑐 +
1

3
∙ 

 

∙ Δ𝛼3|
𝑡∗−

𝑄
𝑞

𝑐 ) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏 (

𝑄

𝑞
− 𝑡∗)Δ𝛼|𝑐

𝑏 +
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑏)Δ𝛼2|𝑐

𝑏 −
1

3
∙ 

 

∙ Δ𝛼3|𝑐
𝑏)] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝑡∗ − 𝑎

𝑄

𝑞
) (𝑐 − 𝑡∗ +

𝑄

𝑞
) +

1

2
(
𝑄

𝑞
− 𝑡∗ − 𝑎) ∙ 

 

∙ (с2 − 𝑡∗2 + 2𝑡∗
𝑄

𝑞
− (

𝑄

𝑞
)
2

) +
1

3
𝑐3 −

1

3
𝑡∗3 + 𝑡∗2

𝑄

𝑞
− 𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

+
1

3
(
𝑄

𝑞
)
3

) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏

𝑄

𝑞
− 𝑏𝑡∗) (𝑏 − 𝑐) +

1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑏) (𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) −

1

3
(𝑏 − 

 

−𝑐)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎с𝑡∗ − 𝑎𝑡∗2 + 𝑎

𝑄

𝑞
𝑡∗ − 𝑎с

𝑄

𝑞
+ 

 

+𝑎
𝑄

𝑞
𝑡∗ − 𝑎 (

𝑄

𝑞
)
2

+
1

2

𝑄

𝑞
с2 −

1

2

𝑄

𝑞
𝑡∗2 + 𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

−
1

2
(
𝑄

𝑞
)
3

−
1

2
с2𝑡∗ +

1

2
𝑡∗3 − 

 

−𝑡∗2
𝑄

𝑞
+
1

2
(
𝑄

𝑞
)
2

𝑡∗ −
1

2
𝑎с2 +

1

2
𝑎𝑡∗2 − 𝑎𝑡∗

𝑄

𝑞
+
1

2
𝑎 (
𝑄

𝑞
)
2

+
1

3
𝑐3 −

1

3
𝑡∗3 + 

 

+𝑡∗2
𝑄

𝑞
− 𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

+
1

3
(
𝑄

𝑞
)
3

) − 𝑏𝑡∗ + 𝑏
𝑄

𝑞
+
1

2
𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑐𝑡∗ −

1

2

𝑄

𝑞
𝑏 −

1

2

𝑄

𝑞
𝑐 + 
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+
1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑐 −

1

3
𝑏2 −

1

3
𝑏𝑐 −

1

3
𝑐2] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝑡∗3 −

1

2
(𝑎 +

𝑄

𝑞
) ∙ 

 

∙ 𝑡∗2 + (
1

2
(
𝑄

𝑞
)
2

+ 𝑎
𝑄

𝑞
+ 𝑎𝑐 −

1

2
𝑐2) 𝑡∗ −

1

6
(
𝑄

𝑞
)
3

−
1

2
(
𝑄

𝑞
)
2

𝑎 − 𝑎𝑐
𝑄

𝑞
+
1

2

𝑄

𝑞
𝑐2 − 

 

−
1

2
𝑎𝑐2 +

1

3
𝑐3) +

1

6
(𝑏 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (
1

6
𝑡∗3 + (−

1

2
𝑎 −

1

3

𝑄

𝑞
−
1

6

𝑄

𝑞
+
1

3
𝑐 −

1

3
𝑐) 𝑡∗2 + (

1

3
(
𝑄

𝑞
)
2

+
1

6
(
𝑄

𝑞
)
2

+ 𝑎
𝑄

𝑞
+ 

 

+𝑎𝑐 −
2

3
𝑐2 +

1

6
𝑐2 −

2

3
𝑐
𝑄

𝑞
+
1

3
𝑐
𝑄

𝑞
+
1

3
𝑐
𝑄

𝑞
) 𝑡∗ −

1

6
((
𝑄

𝑞
)
3

+ 3(
𝑄

𝑞
)
2

𝑎 + 6𝑎𝑐
𝑄

𝑞
− 

 

−3
𝑄

𝑞
𝑐2 + 3𝑎𝑐2 + 2𝑐3)) +

1

6
(𝑏 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
∙ 

 

∙ [
1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝑡∗3 −

1

3
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐) 𝑡∗2 −

1

6
(
𝑄

𝑞
+ 3𝑎 − 2𝑐) 𝑡∗2 +

1

3
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐) (

𝑄

𝑞
+ 

 

+3𝑎 − 2𝑐)𝑡∗ +
1

6
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐)

2

𝑡∗ −
1

6
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐)

2

(
𝑄

𝑞
+ 3𝑎 − 2𝑐)) +

1

6
(𝑏 − 𝑐) ∙ 

 

∙ (3
𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
(𝑡∗3 − 2(

𝑄

𝑞
+ 𝑐) 𝑡∗2 + (

𝑄

𝑞
+ 

 

+𝑐)2𝑡∗) −
1

6
((
𝑄

𝑞
+ 3𝑎 − 2𝑐) 𝑡∗2 −2(

𝑄

𝑞
+ 𝑐) (

𝑄

𝑞
+ 3𝑎 − 2𝑐) 𝑡∗ + (

𝑄

𝑞
+ 𝑐)

2

∙ 
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∙ (
𝑄

𝑞
+ 3𝑎 − 2𝑐))) +

1

6
(𝑏 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (
1

6
𝑡∗ (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑐)

2

−
1

6
(
𝑄

𝑞
+ 3𝑎 − 2𝑐) (𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑐)

2

) +
1

6
(𝑏 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 

 

 +𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] =
𝑝𝑄∗

3(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑐)

2

(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− 3𝑎 + 2𝑐) + 

 

+(𝑏 − 𝑐) (3
𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)]. 

 

Таким образом, во втором случае формула (3.13) примет вид (3.15): 

 

𝐹𝐼2(𝑄) =
𝑝𝑄∗

3(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑐)

2

(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− 3𝑎 + 2𝑐) +

+(𝑏 − 𝑐) (3
𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] .

     (3.15)  

 

Рассмотрим третий случай, когда 𝑎 < 𝑐 ≤ 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< 𝑏 , или 𝑞(𝑡∗ − 𝑏) ≤ 𝑄 ≤

𝑞(𝑡∗ − 𝑐). Неравенство 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
< ∆𝛼 выполняется на отрезке [𝑡∗ −

𝑄

𝑞
; 𝑏] и не выпол-

няется на отрезке [𝑎; 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
], следовательно: 

 

𝐹𝐼3(𝑄) = ∫ 𝑝𝑄∗ (
𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗)

𝑏

𝑡∗−
𝑄
𝑞

2(b − Δ𝛼)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝛼 =

2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
∙ 
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∙ ∫ (
𝑄

𝑞
+ Δ𝛼 − 𝑡∗) (b − Δ𝛼)𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−
𝑄
𝑞

=
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

[
 
 
 
 

∫ 𝑏 (
𝑄

𝑞
− 𝑡∗) 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−
𝑄
𝑞

+ 

 

+ ∫ (𝑡∗ −
𝑄

𝑞
+ 𝑏)Δ𝛼 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−
𝑄
𝑞

− ∫ Δ𝛼2 𝑑Δ𝛼

𝑏

𝑡∗−𝛼0 ]
 
 
 
 

=
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[𝑏 (

𝑄

𝑞
− 

 

−𝑡∗) Δ𝛼|
𝑡∗−

𝑄
𝑞

𝑏 +
1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑏)Δ𝛼2|

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑏 −
1

3
Δ𝛼3|

𝑡∗−
𝑄
𝑞

𝑏 ] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ [(𝑏
𝑄

𝑞
− 𝑏𝑡∗) (𝑏 − 𝑡∗ +

𝑄

𝑞
) +

1

2
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
+ 𝑏)(𝑏2 − 𝑡∗2 + 2𝑡∗

𝑄

𝑞
− (

𝑄

𝑞
)
2

) −
1

3
∙ 

 

∙ (𝑏3 − 𝑡∗3 + 3𝑡∗2
𝑄

𝑞
− 3𝑡∗ (

𝑄

𝑞
)
2

+ (
𝑄

𝑞
)
3

)] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[𝑏2

𝑄

𝑞
− 𝑏

𝑄

𝑞
𝑡∗ + 

 

+𝑏 (
𝑄

𝑞
)
2

− 𝑏2𝑡∗ + 𝑏𝑡∗2 − 𝑏
𝑄

𝑞
𝑡∗ +

1

2
𝑏2𝑡∗ −

1

2
𝑡∗3 +

𝑄

𝑞
𝑡∗2 −

1

2
(
𝑄

𝑞
)
2

𝑡∗ −
1

2

𝑄

𝑞
𝑏2 

 

+
1

2

𝑄

𝑞
𝑡∗2 − (

𝑄

𝑞
)
2

𝑡∗ +
1

2
(
𝑄

𝑞
)
3

+
1

2
𝑏3 −

1

2
𝑏𝑡∗2 + 𝑏

𝑄

𝑞
𝑡∗ −

1

2
𝑏 (
𝑄

𝑞
)
2

−
1

3
𝑏3 + 

 

+
1

3
𝑡∗3 −

𝑄

𝑞
𝑡∗2 + (

𝑄

𝑞
)
2

𝑡∗ −
1

3
(
𝑄

𝑞
)
3

] =
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[−
1

6
𝑡∗3 +

1

2
(
𝑄

𝑞
+ 𝑏) ∙ 

 

∙ 𝑡∗2 + (−
1

2
𝑏2 − 𝑏

𝑄

𝑞
−
1

2
(
𝑄

𝑞
)
2

) 𝑡∗ +
1

6
((
𝑄

𝑞
)
3

+ 3𝑏 (
𝑄

𝑞
)
2

+ 3𝑏2
𝑄

𝑞
+ 𝑏3)] = 
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=
2𝑝𝑄∗

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[−
1

6
𝑡∗3 +

1

2
(
𝑄

𝑞
+ 𝑏) 𝑡∗2 −

1

2
(
𝑄

𝑞
+ 𝑏)

2

𝑡∗ +
1

6
(
𝑄

𝑞
+ 𝑏)

3

] = 

 

=
−𝑝𝑄∗

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑏)

3

. 

 

Таким образом, в третьем случае формула (3.13) примет вид (3.16): 

 

𝐹𝐼3(𝑄) =
−𝑝𝑄∗

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑏)

3

.                       (3.16) 

 

В четвертом случае, при 𝑏 ≤ 𝑡∗ −
𝑄

𝑞
, или 𝑄 ≤ 𝑞(𝑡∗ − 𝑏), неравенство 𝑡∗ −

𝑄

𝑞
<

∆𝛼  не выполняется, следовательно, интеграл 𝐹𝐼(𝑄)  в области (𝑏; +∞)  не суще-

ствует, а значит, примет вид (3.17): 

 

𝐹𝐼4(𝑄) = 0.                                                           (3.17) 

 

Найдем математическое ожидание суммарных издержек в каждой из рас-

смотренных областей. Для этого сложим полученные формулы (3.9) и (3.14), (3.10) 

и (3.15), (3.11) и (3.16), (3.12) и (3.17). 

Сложив формулы (3.9) и (3.14), получим выражение (3.18): 

 

𝐹1(𝑄) = 𝐹𝐷1(𝑄) + 𝐹𝐼1(𝑄) =
𝑝𝑄∗

3
(3
𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡∗).                (3.18) 

 

Сложив формулы (3.10) и (3.15), получим выражение (3.19): 
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𝐹2(𝑄) = 𝐹𝐷2(𝑄) + 𝐹𝐼2(𝑄) =
𝑞𝑧

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 −

𝑄

𝑞
)
3

+

+
𝑝𝑄∗

3(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑐)

2

(𝑡∗ −
𝑄

𝑞
− 3𝑎 + 2𝑐) +

+(𝑏 − 𝑐) (3
𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑡∗)] .

        (3.19) 

 

Сложив формулы (3.11) и (3.16), получим выражение (3.20): 

 

𝐹3(𝑄) = 𝐹𝐷3(𝑄) + 𝐹𝐼3(𝑄) =
𝑞𝑧

3(𝑏 − 𝑎)
[(𝑎 − 𝑐) (3

𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑡∗) +

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(
𝑄

𝑞
+ 𝑐 − 𝑡∗)

2

(
𝑄

𝑞
+3𝑏 − 2𝑐 − 𝑡∗) ] −

−
𝑝𝑄∗

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ −

𝑄

𝑞
− 𝑏)

3

.

(3.20) 

 

Сложив формулы (3.12) и (3.17), получим выражение (3.21): 

 

𝐹4(𝑄) = 𝐹𝐷4(𝑄) + 𝐹𝐼4(𝑄) =
𝑞𝑧

3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3

𝑄

𝑞
).              (3.21) 

 

Найдем минимум ожидаемых издержек в каждой из областей. 

𝐹1(𝑄) =
𝑝𝑄∗

3
(3

𝑄

𝑞
+ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡∗)- является линейной возрастающей функ-

цией, а значит ее минимальное значение достигается на левом конце рассматрива-

емого множества, т.е. в точке 𝑞(𝑡∗ − 𝑎). Значение функции 𝐹1(𝑄) в точке мини-

мума представлено формулой (3.22): 

 

min
[𝑞(𝑡∗−𝑎); +∞]

𝐹1(𝑄) = 𝐹1(𝑞(𝑡
∗ − 𝑎)) =

𝑝𝑄∗

3
(3(𝑡∗ − 𝑎) + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝑡∗)

=
1

3
𝑝𝑄∗(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎).                                                                                    (3.22) 
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Отметим, что в силу того, что 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, значение 
1

3
𝑝𝑄∗(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎) ≥ 0. 

Чтобы найти минимум 𝐹2(𝑄), возьмем производную функции (3.19) и при-

равняем ее к нулю. Обозначим 𝛼0 =
𝑄

𝑞
, как и ранее, K1=qz, K2=pQ* тогда: 

 

𝜕𝐹2(𝑄)

𝜕𝑄
=
1

𝑞

𝜕𝐹2(𝛼0)

𝜕𝛼0
 

 

𝜕𝐹2(𝛼0)

𝜕𝛼0
= −

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

3(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)
2 +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

[−
1

(𝑐 − 𝑎)
2(𝑡∗ −𝛼0 

 

−𝑐)(𝑡∗ − 𝛼0 − 3𝑎 + 2𝑐) −
1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝛼0 − 𝑐)

2 + 3(𝑏 − 𝑐)] = 

 

=
𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(−𝑡∗2 + 2𝑎𝑡∗ + 2𝛼0𝑡

∗ − 2𝑎𝛼0 − 𝑎
2 − 𝛼0

2) −
2

3
∙ 

 

∙
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗2 − 2𝛼0𝑡

∗ + 𝑐𝑡∗ − 3𝑎𝑡∗ + 𝛼0
2 − 𝑐𝛼0 − 2𝑐

2 + 3𝑎𝑐 + 

 

+3𝑎𝛼0) −
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

1

3
(𝑡∗2 − 2𝑐𝑡∗ − 2𝛼0𝑡

∗ + 2𝑐𝛼0 + 𝑐
2 + 𝛼0

2) + 

 

+
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑐) = −

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑡∗2 − 2𝑎𝑡∗ − 2𝛼0𝑡
∗ + 2𝑎𝛼0 + 𝑎

2 + 

 

+𝛼0
2) +

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(−𝑡∗2 + 2𝛼0𝑡
∗ + 𝑐2 − 𝛼0

2 + 2𝑎𝑡∗ − 2𝑎𝑐 − 2𝑎𝛼0 − 

 

−𝑎2 + 𝑎2) +
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑐) =

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗2 − 2𝑎𝑡∗ − 2𝛼0𝑡

∗ + 𝑎2 + 
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+2𝑎𝛼0 + 𝛼0
2) −

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝑎2 − 2𝑎𝑐 + 𝑐2) −
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑐) = 

 

=
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗2 − 2𝑡∗(𝑎 + 𝛼0) + (𝑎 + 𝛼0)

2) + 

 

+
−𝐾2𝑐 + 𝐾2𝑎 − 𝐾2𝑏 + 𝐾2𝑐

(𝑏 − 𝑎)
=

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 −
𝐾2(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
= 

 

=
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼0 − 𝑎 − 𝑡

∗)2 − 𝐾2. 

 

Получаем формулу (3.23): 

 

𝜕𝐹2(𝑄)

𝜕𝑄
= −

1

𝑞
(

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 − 𝛼0)

2 − 𝐾2).                 (3.23) 

 

Приравняем выражение (3.23) к нулю: 

 

𝜕𝐹2(𝑄)

𝜕𝑄
= 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 −

𝑄

𝑞
)
2

− 𝐾2 = 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 −

𝑄

𝑞
)
2

= 𝐾2; 

 

(𝑡∗ − 𝑎 −
𝑄

𝑞
)
2

=
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 
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𝑡∗ − 𝑎 −
𝑄

𝑞
= ±√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝑄1,2 = −𝑞𝑎 + 𝑞𝑡
∗ ± 𝑞√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
. 

 

График функции −
1

𝑞
(

(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)
(𝑡∗ − 𝑎 −

𝑄

𝑞
)
2
− 𝐾2) есть парабола, ветви ко-

торой имеют отрицательную ориентацию, т.к.- 
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)
< 0. 

 

 

                                  -                  +                       - 

 

                     Q1                                                      Q2               Q 

 

 

 

Рисунок 3.1 - Схематичное изображение графика функции F2’(Q) 

Источник: составлено автором 
 

Из рисунка 3.1 видно, что производная 𝐹2
′(𝑄) меняет знак с минуса на плюс 

в точке Q1, а следовательно, эта точка может быть кандидатом на точку минимума. 

Точка Q1 имеет следующий вид (3.24): 

 

𝑄1 = −𝑞𝑎 + 𝑞𝑡
∗ − 𝑞√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
                            (3.24) 
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Рассмотрим расположение точек Q1 и Q2 относительно рассматриваемого в 

случае 2 отрезка, а именно 𝑞(𝑡∗ − 𝑐) ≤ 𝑄 ≤ 𝑞(𝑡∗ − 𝑎). Поскольку очевидно, что 

𝑞(𝑡∗ − 𝑎) ≤ 𝑄2, а 𝑄1 ≤ 𝑞(𝑡
∗ − 𝑎), то возможно всего 2 значимых случая, а именно: 

Случай 2.1 𝑞(𝑡∗ − 𝑐) ≤ 𝑄1.  

Это неравенство равносильно следующему неравенству 

 

𝐾2(𝑏 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
≤ 𝑐 − 𝑎 

 

которое в свою очередь равносильно неравенству: 

 

𝐾1
𝐾2
≥
𝑏 − 𝑐

𝑐 − 𝑎
 

 

В этом случае, учитывая знаки производной, точка Q1 является точкой мини-

мума функции F2(Q) на рассматриваемом отрезке. Найдем значение функции 

𝐹2(𝑄1) в точке минимума, для этого подставим (3.24) в (3.19): 

 

𝐹2(𝑄1) =
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑎 +

𝑄

𝑞
+ √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 𝑎 −

𝑄

𝑞
)

3

+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑎 +

𝑄

𝑞
+ √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
−
𝑄

𝑞
− 𝑐)

2

(𝑎 +
𝑄

𝑞
−
𝑄

𝑞
− 

 

−3𝑎 + 2𝑐 + √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)
(3
𝑄

𝑞
+ 𝑏 + 2𝑐 − 3𝑎 −3

𝑄

𝑞
− 
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−3√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

((𝑎 − 𝑐)2 + 2(𝑎 − 𝑐) ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) (−2𝑎 + 2𝑐 + 

 

+√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑏 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

((𝑐 − 𝑎)2 − 2(𝑐 − 𝑎)) ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2(𝑐 − 𝑎) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

∙ 

 

∙
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
(2(𝑐 − 𝑎) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 +𝑏𝑐 − 
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−3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑏√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 

 

=
𝐾1𝐾2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

((𝑐 − 𝑎) − 2 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2(𝑐 − 𝑎) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
∙ 

 

∙ ((2(𝑐 − 𝑎) + √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 +3𝑎𝑐 − 

 

−2𝑐2 − 3𝑏√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(2(𝑐 − 𝑎)2 − 3(𝑐 − 𝑎)√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 

 

−2
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

2𝐾2
2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3(𝑐 − 𝑏)√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 
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=
(𝐾1𝐾2 + 𝐾2

2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾2

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(2𝑐2 − 4𝑎𝑐 + 

 

+2𝑎2 − 3𝑐√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑎√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 

 

+3𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3𝑐√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 3𝑏√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

2𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

∙ 

 

∙
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾2(𝐾1 + 𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾2

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
− 

 

−
2𝐾2

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾2(𝑏 − 𝑎)𝑐

3(𝑏 − 𝑎)
+
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(−3)

3(𝑏 − 𝑎)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
(2𝑎2 − 3𝑎𝑏 + 𝑏2) =

𝐾2
3
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾2𝑐

3
− 𝐾2 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 2𝑎) =
𝐾2𝑐

3
+
𝐾2𝑏

3
−
2𝐾2𝑎

3
− 

 

−
2𝐾2
3
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
). 

 

Таким образом, минимальное значение функции 𝐹2(𝑄) на рассматриваемом 

в случае 2 отрезке, представлено формулой (3.25): 
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min
[𝑞(𝑡∗−𝑐);𝑞(𝑡∗−𝑎) ]

 𝐹2(𝑄) =

=
𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) .
                    (3.25) 

 

Отметим, что из представления выражения (3.25) в виде 

 

𝐾2
3
((√𝑏 − 𝑎 − √𝑐 − 𝑎)

2
+ 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) 

 

следует его не отрицательность. 

Случай 2.2 𝑄1 < 𝑞(𝑡
∗ − 𝑐). 

Это неравенство равносильно следующему неравенству 

 

𝐾2(𝑏 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
> 𝑐 − 𝑎 

 

, которое в свою очередь равносильно неравенству: 

 

𝐾1
𝐾2
<
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑐
 

 

В этом случае, учитывая знаки производной, точка 𝑞(𝑡∗ − 𝑐). является мини-

мумом функции F2(Q) на рассматриваемом отрезке. Найдем значение функции 

𝐹2(𝑞(𝑡
∗ − 𝑐)) в точке минимума, для этого подставим 𝑞(𝑡∗ − 𝑐) в (3.19): 

 

min
[𝑞(𝑡∗−𝑐);𝑞(𝑡∗−𝑎) ]

 𝐹2(𝑄) =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

2 + 𝐾2(𝑏 − 𝑐)
2

3(𝑏 − 𝑎)
. 
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Чтобы найти минимум 𝐹3(𝑄), возьмем производную функции (3.20) и при-

равняем ее к нулю. 

 

𝜕𝐹3(𝑄)

𝜕𝑄
=
1

𝑞

𝜕𝐹3(𝛼0)

𝜕𝛼0
 

 

𝜕𝐹3(𝛼0)

𝜕𝛼0
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[(𝑎 − 𝑐)(−3) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(−2)(𝛼0 + 𝑐 − 𝑡

∗)(𝛼0 + 3𝑏 − 

 

−2𝑐 − 𝑡∗) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼0 + 𝑐 − 𝑡

∗)2(−1)] −
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
3(𝑡∗ − 𝛼0 − 

 

−𝑏)2 =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
−

2𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼0
2 + 3𝛼0𝑏 − 2𝛼0𝑐 − 𝛼0𝑡

∗ + 𝛼0𝑐 + 

 

+3𝑏𝑐 − 2𝑐2 − 𝑐𝑡∗ − 𝛼0𝑡
∗ − 3𝑏𝑡∗ + 2𝑐𝑡∗ + 𝑡∗2) −

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑡∗2 − 

 

−𝑐𝑡∗ − 𝛼0𝑡
∗ − 𝑐𝑡∗ + 𝑐2 + 𝛼0𝑐 − 𝛼0𝑡

∗ + 𝛼0𝑐 + 𝛼0
2) −

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑡∗2 − 

 

−2𝑏𝑡∗ − 2𝛼0𝑡
∗ + 𝑏2 + 2𝑏𝛼0 + 𝛼0

2) =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
−

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑡∗2 + 

 

+2𝑏𝛼0 − 2𝛼0𝑡
∗ + 2𝑏𝑐 − 𝑐2 − 2𝑏𝑡∗ + 𝛼0

2 + 𝑏2 − 𝑏2) −
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (𝑡∗2 − 2𝑏𝑡∗ − 2𝛼0𝑡
∗ + 𝑏2 + 2𝑏𝛼0 + 𝛼0

2) =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
−

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (𝑡∗2 − 2𝑡∗(𝑏 + 𝛼0) + (𝑏 + 𝛼0)
2) +

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑐)2 = 
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=
𝐾1𝑐 − 𝐾1𝑎 + 𝐾1𝑏 − 𝐾1𝑐

(𝑏 − 𝑎)
−

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2 = 

 

= 𝐾1 −
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 − 𝛼0)

2. 

 

Получаем формулу (3.26): 

 

𝜕𝐹3(𝑄)

𝜕𝑄
= −

1

𝑞
[𝐾1 −

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 −

𝑄

𝑞
)
2

].                  (3.26) 

 

Приравняем выражение (3.26) к нулю: 

 

𝜕𝐹3(𝑄)

𝜕𝑄
= 0; 

 

𝐾1 −
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 −

𝑄

𝑞
)
2

= 0; 

 

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 −

𝑄

𝑞
)
2

= 𝐾1; 

 

(𝑡∗ − 𝑏 −
𝑄

𝑞
)
2

=
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 

 

𝑡∗ − 𝑏 −
𝑄

𝑞
= ±√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
; 
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𝑄1,2 = 𝑞𝑡
∗ − 𝑞𝑏 ± 𝑞√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
. 

 

Графиком функции −
1

𝑞
[𝐾1 −

(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)
(𝑡∗ − 𝑏 −

𝑄

𝑞
)
2
]  является парабола, 

ветви которой направлены вверх, т.к. 
(𝐾1+𝐾2)

(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)
> 0. 

 

 

 

                                  +                  -                       + 

 

                     Q1                                                      Q2               Q 
 

 

Рисунок 3.2 - Схематичное изображение графика функции F3’(Q) 

Источник: составлено автором 
 

Из рисунка 3.2 видно, что производная 𝐹3
′(𝑄) меняет знак с минуса на плюс 

в точке 𝑄2 , а следовательно, эта точка может являться кандидатом на точку мини-

мума. Точка 𝑄2 имеет следующий вид (3.27): 

 

𝑄2 = 𝑞𝑡∗ − 𝑞𝑏 + 𝑞√
𝐾1(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(𝐾1+𝐾2)
.                                  (3.27) 

 

Рассмотрим расположение точек Q1 и Q2 относительно рассматриваемого в 

случае 3 отрезка, а именно 𝑞(𝑡∗ − 𝑏) ≤ 𝑄 ≤ 𝑞(𝑡∗ − 𝑐). Поскольку очевидно, что 

𝑞(𝑡∗ − 𝑏) ≤ 𝑄2, а 𝑄1 ≤ 𝑞(𝑡
∗ − 𝑏), то возможно всего 2 значимых случая, а именно: 

Случай 3.1 𝑄2 ≤ 𝑞(𝑡
∗ − 𝑐). 

Это неравенство равносильно следующему неравенству 
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𝐾2(𝑏 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
≤ 𝑏 − 𝑐 

 

, которое в свою очередь равносильно неравенству: 

 

𝐾1
𝐾2
≤
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑐
 

 

В этом случае, учитывая знаки производной, точка Q2 является минимумом 

функции F3(Q) на рассматриваемом отрезке. Найдем значение функции 𝐹3(𝑄) в 

точке минимума, для этого подставим (3.27) в (3.20): 

 

𝐹3(𝑄2  ) =
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)
[(𝑎 − 𝑐)(3𝛼0 + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝑏 − 3𝛼0 + 3 ∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼0 + 𝑐 − 𝑏 − 𝛼0 +√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)

2

∙ 

 

∙ (𝛼0 + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝑏 − 𝛼0 +√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)] −

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

∙ 

 

∙ (𝑏 + 𝛼0 −√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 𝛼0 − 𝑏)

3

=
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)
(𝑎2 − 𝑎𝑐 + 2𝑎𝑐 − 

 

−2𝑐2 − 3𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3𝑎√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 3𝑐√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 
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+
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
((𝑐 − 𝑏)2 + 2(𝑐 − 𝑏)√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2𝑏 − 2𝑐 + √

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 

 

+
𝐾1𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 𝑎𝑐 − 

 

−2𝑐2 + 3𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 3𝑐√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 

 

+
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
((𝑏 − 𝑐)2 − 2(𝑏 − 𝑐)√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) (2(𝑏 − 𝑐) + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(2(𝑏 − 𝑐) + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 

 

+𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3(𝑎 − 𝑐)√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

∙ 
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∙ (2(𝑏 − 𝑐)2 − 3(𝑏 − 𝑐)√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 2

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 

 

+
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 +3(𝑎 − 𝑐) ∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 2𝑏2 − 4𝑏𝑐 + 2𝑐2 − 3(𝑏 − 𝑐)√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) − 

 

−
2𝐾1𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
(𝐾1

2 + 𝐾1𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
= 

 

=
𝐾1(𝑎 − 𝑏)𝑐

3(𝑏 − 𝑎)
+
3𝐾1(𝑎 − 𝑏)

3(𝑏 − 𝑎)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

((𝑎2 − 3𝑎𝑏 + 

 

+2𝑏2) −
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾1

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1(𝐾1 + 𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
= 

 

= −
𝐾1𝑐

3
− 𝐾1√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(2𝑏 − 𝑎)

3(𝑏 − 𝑎)
+
𝐾1
3
∙ 
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∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾1
3
∙ (2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
). 

 

Таким образом, минимальное значение функции 𝐹3(𝑄), представлено форму-

лой (3.28): 

 

min
[𝑞(𝑡∗−𝑏);𝑞(𝑡∗−𝑐) ]

 𝐹3(𝑄2 ) =

=
𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) .
                     (3.28) 

 

Отметим, что из представления выражения (3.28) в виде 

 

𝐾2
3
((√𝑏 − 𝑎 − √𝑏 − 𝑐)

2
+ 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) 

 

следует его не отрицательность. 

Случай 3.2 𝑄2 > 𝑞(𝑡
∗ − 𝑐).  

Это неравенство равносильно следующему неравенству 

 

𝐾2(𝑏 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
> 𝑏 − 𝑐 

 

, которое в свою очередь равносильно неравенству: 

 

𝐾1
𝐾2
<
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑐
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В этом случае, учитывая знаки производной, точка 𝑞(𝑡∗ − 𝑐). является мини-

мумом функции F3(Q) на рассматриваемом отрезке. Найдем значение функции 

𝐹3(𝑞(𝑡
∗ − 𝑐)) в точке минимума, для этого подставим 𝑞(𝑡∗ − 𝑐) в (3.20): 

 

min
[𝑞(𝑡∗−𝑏);𝑞(𝑡∗−𝑐) ]

 𝐹3(𝑄) =
𝐾1(𝑐 − 𝑎)

2 + 𝐾2(𝑏 − 𝑐)
2

3(𝑏 − 𝑎)
. 

 

𝐹4(𝑄) =
𝐾1

3
(3𝑡∗ − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3

𝑄

𝑞
)- линейная убывающая функция, значит, 

минимальное значение достигается на правом конце отрезка (−∞; 𝑞(𝑡∗ − 𝑏)], сле-

довательно, в точке 𝑄 = 𝑞(𝑡∗ − 𝑏). Минимальное значение функции 𝐹4(𝑄), пред-

ставлено формулой (3.29): 

 

min
[−∞;𝑞(𝑡∗−𝑏) ]

𝐹4(𝑄) =
𝐾1
3
(3𝑏 + 3𝛼0 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝛼0)

=
𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐).                                                                                         (3.29) 

 

Отметим, что в силу того, что 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, справедливо 

 

𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐) ≥ 0. 

 

Для получения итогового результата необходимо рассмотреть 4 случая соот-

ношения параметров a, b, c, K1, K2. А именно: 

Случай 1. 

 

𝐾1

𝐾2
≥

𝑏−𝑐

𝑐−𝑎
 и 
𝐾1

𝐾2
≥

𝑐−𝑎

𝑏−𝑐
 

 

В этом случае  
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min
𝑄
𝐹(𝑄) = 

 

min{
1

3
𝐾2(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎),

𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) ,
𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐

− 2√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) ,
𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐)} 

 

Сравним первые два выражения в фигурных скобках: 

 

𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎) −

𝐾2
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 

 

=
2𝐾2
3
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
> 0. 

Откуда следует, что первое из выражений можно исключить из рассмотрения. 

Аналогично сравним третье и четвертое выражения в фигурных скобках: 

 

𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

𝐾1
3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐) = 

= −
2𝐾1
3
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
< 0. 

Откуда следует, что четвертое выражение можно исключить из рассмотрения. 

Таким, образом: 

 

min
𝑄
𝐹(𝑄) = 
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min {
𝐾2

3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾2(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

(𝐾1+𝐾2)
) ,

𝐾1

3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 −

2√
𝐾1(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(𝐾1+𝐾2)
)}.                                                                                                 (3.30) 

 

Значение оптимальной точки буде соответственно выбираться из множества 

 

{−𝑞𝑎 + 𝑞𝑡∗ − 𝑞√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
,    𝑞𝑡∗ − 𝑞𝑏 + 𝑞√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
. } 

 

в зависимости от выбора минимального из выражений в (3.30). 

Случай 2. 

 

𝐾1

𝐾2
≥

𝑏−𝑐

𝑐−𝑎
 и 
𝐾1

𝐾2
<

𝑐−𝑎

𝑏−𝑐
 

 

В этом случае  

 

min
𝑄
𝐹(𝑄) = 

min {
1

3
K2(b+c-2a), 

K2

3
(b+c-2a-2√

K2(b-a)(c-a)

(K1+K2)
) , 

K1(c-a)
2+K2(b-c)

2

3(b-a)
,
K1

3
(2b-a-c)}. 

 

Согласно рассуждениям для случая 1, первое выражение можно исключить из рас-

смотрения. Таким образом: 

 

min
Q
F(Q)=min {

K2

3
(b+c-2a-2√

K2(b-a)(c-a)

(K1+K2)
) , 

K1(c-a)
2+K2(b-c)

2

3(b-a)
,
K1

3
(2b-a-c)}             (3.31) 
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Значение оптимальной точки буде соответственно выбираться из множества 

 

{−𝑞𝑎 + 𝑞𝑡∗ − 𝑞√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
,    𝑞(𝑡∗ − 𝑐),   𝑞(𝑡∗ − 𝑐) } 

 

в зависимости от выбора минимального из выражений в (3.31). 

Случай 3. 

 

𝐾1

𝐾2
<

𝑏−𝑐

𝑐−𝑎
 и 
𝐾1

𝐾2
≥

𝑐−𝑎

𝑏−𝑐
 

 

В этом случае  

 

min
𝑄
𝐹(𝑄) = 

min {
1

3
K2(b+c-2a),  

K1(c-a)
2+K2(b-c)

2

3(b-a)
,  
𝐾1

3
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝐾1(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(𝐾1+𝐾2)
) ,

K1

3
(2b-a-c)}. 

 

Согласно рассуждениям для случая 1, четвертое выражение можно исключить из 

рассмотрения. Таким образом: 

 

min
Q
F(Q)= 

min {
1

3
K2(b+c-2a),  

K1(c-a)
2+K2(b-c)

2

3(b-a)
,  
K1

3
(2b-a-c-2√

K1(b-a)(b-c)

(K1+K2)
)}                           (3.32) 

 

Значение оптимальной точки буде соответственно выбираться из множества 

 

{𝑞(𝑡∗ − 𝑎), 𝑞(𝑡∗ − 𝑐),    𝑞𝑡∗ − 𝑞𝑏 + 𝑞√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
. } 
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в зависимости от выбора минимального из выражений в (3.32). 

Случай 4. 

 

𝐾1

𝐾2
<

𝑏−𝑐

𝑐−𝑎
 и 
𝐾1

𝐾2
<

𝑐−𝑎

𝑏−𝑐
 

 

В этом случае  

 

min
𝑄
𝐹(𝑄) = 

min {
1

3
K2(b+c-2a),  

K1(c-a)
2+K2(b-c)

2

3(b-a)
, 
K1(c-a)

2+K2(b-c)
2

3(b-a)
 ,
K1

3
(2b-a-c)}. 

 

Исключая одинаковые выражения, получаем: 

 

min
Q
F(Q)= 

min {
1

3
K2(b+c-2a),  

K1(c-a)
2+K2(b-c)

2

3(b-a)
, 
K1

3
(2b-a-c) }                                                (3.33) 

 

Значение оптимальной точки буде соответственно выбираться из множества 

 

{𝑞(𝑡∗ − 𝑎), 𝑞(𝑡∗ − 𝑐),    𝑞(𝑡∗ − 𝑏)} 

 

в зависимости от выбора минимального из выражений в (3.33). 

Разработанная стохастическая модель, учитывающая неопределенность 

спроса и соответствующая ей оптимизационная задача по критерию минимизации 

математического ожидания интегральных дополнительных издержек в качестве ре-

зультата определяют размер новой партии товара при известном времени поставки. 
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При предположении о треугольном распределении случайных отклонений факти-

ческого спроса от прогнозируемого было получено аналитическое решение задачи, 

выраженное соотношением (3.30) – (3.33). 

Результат, а именно вид аналитического выражения и его содержание, зави-

сят от входных параметров модели, а именно 𝑞 −   оценка среднесуточного коли-

чества реализации товара, 𝛼0 - прогнозируемое время обнуления запаса товара, 𝑝 - 

цена удельных складских издержек единичного объема товара, 𝑧 - удельная при-

быль от реализации товара, 𝑄∗ − объем партии товара, которая прибудет после ре-

ализации завезенного товара в объеме Q, 𝑡∗ − время доставки товара, а также пара-

метров треугольного распределения a, b, c случайной величины Δ𝑡, представляю-

щая разницу между фактическим временем доставки и договорным. 

 

 

3.2 Модель оптимизации объема поставки с учетом неопределенности 

времени поставки по критерию минимизации дополнительных издержек 

 

 

Рассмотрим стохастическую модель с неопределенностью реального вре-

мени прихода товара на склад. В большинстве случаев данную неопределенность 

нельзя полностью ликвидировать, а возможно лишь уменьшить, даже если гра-

мотно спланировать весь процесс поставки. Основные результаты данного пара-

графа опубликованы автором в работах [60], [62]. 

В данной модели предположим, что спрос детерминирован, т.е. что момент 

окончания товара 𝛼 точно может быть рассчитан. Такая ситуация характерна для 

случаев отпуска товара по предварительно согласованным графикам. Однако пред-

полагаем, что существует неопределенность момента поставки товара. Пусть не-

определенность времени доставки товара на склад 𝑥 , выражена соотношением 

(3.34): 
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𝑥 = 𝑡∗ + Δ𝑡,                                                         (3.34) 

 

где 𝑡∗- время заказа поставки товара; Δ𝑡-случайная величина отклонения фактиче-

ского момента доставки от назначенного. 

Будем считать, что случайная величина Δ𝑡 распределена по треугольному за-

кону распределения на отрезке [𝑎, 𝑏]. Параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 – определяются из стати-

стических данных, либо с помощью оценок экспертов, при соблюдение следую-

щего условия: 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏 , где 𝑎  - нижний предел, 𝑏  - верхний предел, 𝑐  - 

мода (значение, встречающиеся в распределении наиболее часто). В частном слу-

чае 𝑎 = 𝑐 или 𝑐 = 𝑏 треугольное распределение строится по двум точкам. Тогда 

время реального прихода товара 𝑥 имеет также треугольное распределение случай-

ной величины на отрезке [𝑡∗ + a, 𝑡∗ + b] (рисунок 2.4).  

В качестве целевой функции рассмотрим, как и в модели параграфа 2.1, ин-

тегральные дополнительные издержки, возникающие в результате расхождений 

момента завоза и момента обнуления товара на складе.  

Дополнительные складские затраты пребывания объема 𝑄 в течении проме-

жутка времени от доставки 𝑥 и до фактического окончания товара 𝛼, в случае, ко-

гда прибытие товара на склад было реализовано до времени 𝑥(𝑥 < 𝛼) выражаются 

соотношением (3.35): 

 

𝐼 = 𝑝𝑄(𝛼 − 𝑥),                                                   (3.35) 

 

где 𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡- цена удельных складских издержек единичного объема товара. 

Издержки дефицита товара от момента времени фактического обнуления то-

вара 𝛼 и до времени доставки товара 𝑥 в объеме 𝑄, в случае, когда поставка товара 

произошла позже срока 𝑥(𝑥 > 𝛼), составят, согласно формуле (3.36): 

 

𝐷 = 𝑞𝑧(𝑥 − 𝛼),                                                   (3.36) 
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где 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 -прыбыль от продажи единицы продукции, q-средний суточный 

объем продаваемого товара. 

Суммарный объем дополнительных затрат, возникающих в следствие несвое-

временности завоза можно выразить соотношением (3.37): 

 

𝐼 + 𝐷 = {
𝑝𝑄(𝛼 − 𝑥), 𝑥 < 𝛼;

𝑞𝑧(𝑥 − 𝛼), 𝑥 > 𝛼.
                                      (3.37) 

 

Общая графическая схема рассматриваемой задачи представлена на рис. 3.3.  

В качестве целевой функции интегральных дополнительных издержек при-

мем их математическое ожидание, поскольку суммарные издержки являются слу-

чайными. 

Пусть в рассматриваемой модели неопределенность доставки выражается 

случайной величиной Δ𝑡, которая распределена согласно треугольному закону рас-

пределения с плотностью, выраженной соотношением (2.36). 

 

 

 

 

                                      Q - ?                                          Q* 

 

 

 

        t0+a                 t0                      t0+b            t*                    α 

Рисунок 3.3 - Общая схема задачи определения объема поставки с учетом неопре-

деленности момента доставки 

Источник: составлено автором 

 

Рассмотрим несколько диапазонов для поиска оптимального значения пере-

менной Q. А именно, случаи 1 – 4, исследованные ниже: 

Случай 1. 
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𝛼 ≤ 𝑡∗, или 𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑏 ≤ 𝑡∗ , или 0 ≤ 𝑄 ≤ 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑏). Графически этот случай 

представлен на рис. 3.4. В этом случае возможны только издержки дефицита, мате-

матическое ожидание которых представляется формулой (3.38). 

 

 

 

 

 

 

 

                𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑎      𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑐                   𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑏                         t* 

Рисунок 3.4 - Графическая схема случая 1 

Источник: составлено автором 

 

𝐹(𝑄) = ∫𝑞𝑧 (𝑡∗ − 𝑡0 −
𝑄

𝑞
− Δ𝑡) 𝜌(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝛼

                                                     (3.38) 

 

В результате вычисления интеграла (3.38), получаем вид функции F(Q) для случая 

1, а именно: 

 

𝐹(𝑄) = 𝑞𝑧 ((𝑡∗ − 𝑡0 −
𝑄

𝑞
) −

1

3
(𝑏 − 𝑎))                                                             (3.39) 

 

Таким образом математически формализованная задача минимизации инте-

гральных дополнительных затрат, возникающая в процессе управления запасами, 

представленная соотношением (3.40), заключается в нахождении размера поставки 

Q, которому соответствует минимальное математическое ожидание суммарных до-

полнительных издержек. 
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𝐹(𝑄) → min
𝑄
.                                                       (3.40) 

 

Как видно из выражения (3.39) функция F(Q) является линейной убывающей 

функцией, а следовательно, достигает своего минимума на правом конце рассмат-

риваемого отрезка, то есть в точке, представленной выражением (3.41). Значение 

функции в этой точки представлено выражением (3.42). 

 

𝑄min1
∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑏)                                                                                    (3.41) 

 

𝐹min1
∗ = 𝑞𝑧(

2

3
𝑏 +

1

3
𝑎)                                                                                       (3.42) 

 

Случай 2. 

𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑐 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑏  или 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑏) ≤ 𝑄 ≤ 𝑞(𝑡

∗ − 𝑡0 − 𝑐) . Графически 

этот случай представлен на рис. 3.5. В этом случае возможны как издержки дефи-

цита, так и издержки хранения, суммарное математическое ожидание которых 

представляется формулой (3.43). 

 

 

 

 

 

 

                𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑎      𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑐             t*                           𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑏   

Рисунок 3.5 - Графическая схема случая 2 

Источник: составлено автором 
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Для упрощения дальнейших выкладок сделаем замену переменных, а 

именно: 𝑇 = 𝑡∗ − 𝑡0 −
𝑄

𝑞
. При этом допустимый диапазон новой переменной в слу-

чае 2 представляется как 𝑐 ≤ 𝑇 ≤b. Тогда с учетом данной замены и выражений 

(3.37) имеем: 

 

𝐹(𝑇) = ∫𝑞𝑧(𝑇 − Δ𝑡)
2(∆𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼

+ 

 

          +∫𝑞𝑧(𝑇 − Δ𝑡)
2(𝑏 − ∆𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑇

𝛼

− 

 

       −∫𝑝𝑄∗(𝑇 − Δ𝑡)
2(𝑏 − ∆𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡.

𝑏

𝑇

 

 

Для упрощения записи дальнейших выражений введем обозначение двух но-

вых констант, а именно: 

 

𝐾1 =
2𝑞𝑧

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
 и 𝐾2 =

2𝑝𝑄

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
. 

 

С учетом замены 𝐹(𝑇) = 𝐾1 ∫ (𝑇 − Δ𝑡)(∆𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡
𝑐

𝛼
+ 

𝐾1 ∫ (𝑇 − Δ𝑡)(𝑏 − ∆𝑡)𝑑Δ𝑡
𝑇

𝛼
− 𝐾2 ∫ (𝑇 − Δ𝑡)(𝑏 − ∆𝑡)𝑑Δ𝑡.

𝑏

𝑇
                   (3.43) 

 

Для нахождения точек минимума функции (3.43) необходимо найти ее про-

изводную. Поскольку параметр T входит как в подынтегральные функции, так и в 

выражения нижнего и верхнего пределов интегрирования, воспользуемся извест-

ной формулой Лейбница [34, с. 218], которая имеет следующий вид: 

Пусть 
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𝜑(𝛼) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝛼)𝑑𝑥

𝑥2(𝛼)

𝑥1(𝛼)

 

, тогда 

𝑑𝜑(𝛼)

𝑑𝛼
= ∫

𝜕𝑓(𝑥, 𝛼)

𝜕𝛼
𝑑𝑥

𝑥2(𝛼)

𝑥1(𝛼)

+ 𝑓(𝑥2(𝛼), 𝛼)
𝑑𝑥2(𝛼)

𝑑𝛼
− 𝑓(𝑥1(𝛼), 𝛼)

𝑑𝑥1(𝛼)

𝑑𝛼
   (3.44) 

 

Используя формулу (3.44) для вычисления производной функции (3.43) по-

лучим: 

 

𝑑𝐹(𝑇)

𝑑𝑇
= 𝐾1∫(∆𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼

+ 𝐾1∫(𝑏 − ∆𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑇

𝛼

− 𝐾2∫(𝑏 − ∆𝑡)𝑑Δ𝑡       (3.45)

𝑏

𝑇

 

 

Вычисление интеграла (3.45) приводит нас к следующему соотношению 

(3.46): 

 

𝑑𝐹(𝑇)

𝑑𝑇
= −

(𝐾1 + 𝐾2)

2
𝑇2 + 𝑏(𝐾1 + 𝐾2)𝑇

+ (
1

2
(𝐾1𝑎

2 − 𝐾2𝑏
2) − 𝐾1𝑐(𝑎 + 𝑏 − 𝑐))                                                 (3.46) 

 

Заметим, что производная является параболой с отрицательным главным ко-

эффициентом, то есть параболой с ветвями вниз. Далее найдем корни уравнения 

𝑑𝐹(𝑇)

𝑑𝑇
= 0, которое преобразуем к виду 

 

(𝑇 − 𝑏)2 = 𝑃,                                                (3.47) 

 

где константой P обозначим следующее выражение: 
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𝑃 =
−2𝐾1𝑐(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) + 𝐾1(𝑎

2 − 𝑏2) − 2𝐾2𝑏
2

𝐾1 + 𝐾2
. 

 

Очевидно, что в случае P<0, уравнение (3.47) не имеет корней, в случае P=0, 

имеет единственный корень T=b, а в случае P>0, имеет два различных коня, а 

именно: 𝑇1 = 𝑏 − √𝑃  и 𝑇2 = 𝑏 + √𝑃 . Далее рассмотрим различные случаи, кото-

рые определяются взаимным расположением границ рассматриваемого интервала 

и корней 𝑇1 и 𝑇2. Отметим, что 𝑇1 < 𝑏 <  𝑇2. В каждом из этих случаев определим 

точку минимума для функции F(T) на рассматриваемом отрезке 𝑐 ≤ 𝑇 ≤b и значе-

ние минимизируемой функции в точке минимума. Используя формулу Лейбница, 

мы вычислили производную функции F(T) без явного вычисления этой функции из 

выражения (3.43), однако сделаем это сейчас, поскольку далее будем вычислять 

значения минимумов функции 𝐹(𝑇). 

 

𝐹(𝑇) = 𝐾1 (−
(𝑐3 − 𝑎3)

3
+ (𝑇 + 𝑎)

(𝑐2 − 𝑎2)

2
− 𝑎𝑇(𝑐 − 𝑎)) + 

 

             +𝐾1 (
(𝑇3 − 𝑐3)

3
− (𝑇 + 𝑏)

(𝑇2 − 𝑐2)

2
+ 𝑏𝑇(𝑇 − 𝑐)) − 

 

            −𝐾2 (
(𝑏3 − 𝑇3)

3
− (𝑇 + 𝑏)

(𝑏2 − 𝑇2)

2
+ 𝑏𝑇(𝑏 − 𝑇)).                                   (3.48) 

 

Случай 2.1 𝑃 ≤ 0. 

В этом случае, как мы отмечали выше, уравнение (3.47) либо не имеет кор-

ней, либо имеет единственный корень на правом конце отрезка в точке b. Тогда 

производная функции F(T) на всем отрезке [c, b] является неположительной, а сле-

довательно, функция F(T) является невозрастающей на всем отрезке, а следова-

тельно ее минимум достигается на правом конце отрезка в точке b. То есть: 
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𝑇min2.1
∗ = 𝑏, 𝑄min2.1

∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑏),     𝐹min2.1
∗ = 𝐹(𝑏).                   (3.49) 

 

Случай 2.2 𝑃 > 0, 𝑐 ≤ 𝑇1 < 𝑏 < 𝑇2. 

В этом случае, как мы отмечали выше, уравнение (3.47) имеет два различных 

коня, а именно: 𝑇1 = 𝑏 − √𝑃  и 𝑇2 = 𝑏 + √𝑃 , а в силу их взаимного расположения 

с параметрами c и b, производная функции F(T) отрезке [c, 𝑇1] является отрицатель-

ной, а следовательно, функция F(T) является убывающей на этом отрезке. Произ-

водная функции F(T) отрезке [𝑇1, 𝑏] является положительной, а следовательно, 

функция F(T) является возрастающей на этом отрезке. Из вышесказанного следует, 

что минимум функции в этом случае может достигаться только в точке 𝑇1. То есть: 

 

𝑇min2.2
∗ = 𝑇1, 𝑄min2.2

∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑇1), 𝐹min2.2
∗ = 𝐹(𝑇1)           (3.50) 

 

Случай 2.3 𝑃 > 0, 𝑇1 ≤ с < 𝑏 < 𝑇2. 

В этом случае, как мы отмечали выше, уравнение (3.47) имеет два различных 

коня, а именно: 𝑇1 = 𝑏 − √𝑃  и 𝑇2 = 𝑏 + √𝑃 , а в силу их взаимного расположения 

с параметрами c и b, производная функции F(T) отрезке [c, 𝑏] является положитель-

ной, а следовательно, функция F(T) является возрастающей на этом отрезке. От-

куда следует, что минимум функции в этом случае может достигаться только в 

точке с. То есть: 

 

𝑇min2.3
∗ = с, 𝑄min2.3

∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − с), 𝐹min2.3
∗ = 𝐹(с)                 (3.51) 

 

Таким образом, для случая 2 решение по функционалу будет определяться 

одним из значений 𝐹min2.1
∗ , 𝐹min2.2

∗  или 𝐹min2.3
∗ , в зависимости от соотношения па-

раметров, обозначим его как 𝐹min2
∗ . Оптимальный объем заказа будет определяться 

соответствующим значением 𝑄min2.1
∗ , 𝑄min2.2

∗  или 𝑄min2.3
∗ , обозначим его как 

𝑄min2
∗ . 
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Таким образом, случай 2 рассмотрен нами полностью. Перейдем теперь к 

рассмотрению случая 3. 

Случай 3. 

𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑎 ≤ 𝑡∗ ≤ 𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑐  или 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑐) ≤ 𝑄 ≤ 𝑞(𝑡

∗ − 𝑡0 − 𝑎) . Графически 

этот случай представлен на рис. 3.6. В этом случае возможны как издержки дефи-

цита, так и издержки хранения, суммарное математическое ожидание которых 

представляется формулой (3.44). 

 

 

 

 

 

 

                𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑎         t*         𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑐                             𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑏   

Рисунок 3.6 - Графическая схема случая 3 

Источник: составлено автором 
 

Как и в случае 2, для упрощения дальнейших выкладок будем использовать 

замену переменных: 𝑇 = 𝑡∗ − 𝑡0 −
𝑄

𝑞
. При этом допустимый диапазон новой пере-

менной в случае 3 представляется как 𝑎 ≤ 𝑇 ≤ 𝑐. Тогда с учетом данной замены и 

выражений (3.37) имеем: 

 

𝐹(𝑇) = ∫𝑞𝑧(𝑇 − Δ𝑡)
2(∆𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑇

𝛼

− 

 

         −∫𝑝𝑄∗(𝑇 − Δ𝑡)
2(∆𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑇

− 
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        −∫𝑝𝑄∗(𝑇 − Δ𝑡)
2(𝑏 − ∆𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡.

𝑏

𝑐

 

 

Для упрощения записи дальнейших выражений введем будем использовать 

те же константы 𝐾1 и 𝐾2, что и в случае 2. 

С учетом замены 𝐹(𝑇) = 𝐾1 ∫ (𝑇 − Δ𝑡)(∆𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡
𝑇

𝛼
− 

−𝐾2 ∫ (𝑇 − Δ𝑡)(∆𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡
𝑐

𝑇
− 𝐾2 ∫ (𝑇 − Δ𝑡)(𝑏 − ∆𝑡)𝑑Δ𝑡.

𝑏

𝑐
                   (3.52) 

 

Для нахождения точек минимума функции (3.52) необходимо найти ее про-

изводную. Поскольку параметр T входит как в подынтегральные функции, так и в 

выражения нижнего и верхнего пределов интегрирования, как и в случае 2, вос-

пользуемся известной формулой Лейбница, общий вид которой был представлен 

выше выражением (3.44). 

Используя формулу (3.44) для вычисления производной функции (3.52) по-

лучим: 

 

𝑑𝐹(𝑇)

𝑑𝑇
= 𝐾1∫(∆𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑇

𝛼

− 𝐾2∫(∆𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑇

− 𝐾2∫(𝑏 − ∆𝑡)𝑑Δ𝑡       (3.53)

𝑏

𝑐

 

 

Вычисление интеграла (3.53) приводит нас к следующему соотношению 

(3.54): 

 

𝑑𝐹(𝑇)

𝑑𝑇
=
(𝐾1 + 𝐾2)

2
𝑇2 − 𝑎(𝐾1 + 𝐾2)𝑇

+ (
1

2
(𝐾1𝑎

2 − 𝐾2𝑏
2) + 𝐾2𝑐(𝑎 + 𝑏 − 𝑐))                                                (3.54) 
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Заметим, что производная является параболой с положительным главным ко-

эффициентом, то есть параболой с ветвями вверх. Далее найдем корни уравнения 

𝑑𝐹(𝑇)

𝑑𝑇
= 0, которое преобразуем к виду 

 

(𝑇 − 𝑎)2 = 𝑃,                                                (3.55) 

 

где константой P обозначим следующее выражение: 

 

𝑃 =
−2𝐾2𝑐(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) + 𝐾2(𝑎

2 + 𝑏2)

𝐾1 + 𝐾2
. 

 

Очевидно, что в случае P<0, уравнение (3.55) не имеет корней, в случае P=0, 

имеет единственный корень T=a, а в случае P>0, имеет два различных коня, а 

именно: 𝑇1 = 𝑎 − √𝑃  и 𝑇2 = 𝑎 + √𝑃 . Отметим, что 𝑇1 < 𝑎 < 𝑇2. Далее рассмот-

рим различные случаи, которые определяются взаимным расположением границ 

рассматриваемого интервала и корней 𝑇1 и 𝑇2. В каждом из этих случаев определим 

точку минимума для функции F(T) на рассматриваемом отрезке 𝑎 ≤ 𝑇 ≤ 𝑐 и значе-

ние минимизируемой функции в точке минимума. Используя формулу Лейбница, 

мы вычислили производную функции F(T) без явного вычисления этой функции из 

выражения (3.52), однако сделаем это сейчас, поскольку далее будем вычислять 

значения минимумов функции 𝐹(𝑇). 

 

𝐹(𝑇) = 𝐾1 (−
(𝑇3 − 𝑎3)

3
+ (𝑇 + 𝑎)

(𝑇2 − 𝑎2)

2
− 𝑎𝑇(𝑇 − 𝑎)) + 

 

            −𝐾2 (−
(𝑐3 − 𝑇3)

3
+ (𝑇 + 𝑎)

(𝑐2 − 𝑇2)

2
− 𝑎𝑇(𝑐 − 𝑇)) − 

 



138 

 

 

 

            −𝐾2 (
(𝑏3 − 𝑐3)

3
− (𝑇 + 𝑏)

(𝑏2 − 𝑇2)

2
+ 𝑏𝑇(𝑏 − 𝑐)).                                  (3.56) 

 

Случай 3.1 𝑃 ≤ 0. 

В этом случае, как мы отмечали выше, уравнение (3.55) либо не имеет кор-

ней, либо имеет единственный корень на левом конце отрезка в точке a. Тогда про-

изводная функции F(T) на всем отрезке [a, c] является положительной, а следова-

тельно, функция F(T) является возрастающей на всем отрезке, а следовательно ее 

минимум достигается на левом конце отрезка в точке a. То есть: 

 

𝑇min3.1
∗ = 𝑎, 𝑄min3.1

∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑎),     𝐹min3.1
∗ = 𝐹(𝑎).                   (3.57) 

 

Случай 3.2 𝑃 > 0, 𝑇1 < 𝑎 < 𝑇2 ≤ 𝑐. 

В этом случае, как мы отмечали выше, уравнение (3.55) имеет два различных 

коня, а именно: 𝑇1 = 𝑎 − √𝑃  и 𝑇2 = 𝑎 + √𝑃 , а в силу их взаимного расположения 

с параметрами a и c, производная функции F(T) отрезке [𝑎, 𝑇2] является отрицатель-

ной, а следовательно, функция F(T) является убывающей на этом отрезке. Произ-

водная функции F(T) отрезке [𝑇2, 𝑏] является положительной, а следовательно, 

функция F(T) является возрастающей на этом отрезке. Из вышесказанного следует, 

что минимум функции в этом случае может достигаться только в точке 𝑇2. То есть: 

 

𝑇min3.2
∗ = 𝑇2, 𝑄min3.2

∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑇2), 𝐹min3.2
∗ = 𝐹(𝑇2)           (3.57) 

 

Случай 3.3 𝑃 > 0, 𝑇1 < 𝑎 < с ≤ 𝑇2. 

В этом случае, как мы отмечали выше, уравнение (3.55) имеет два различных 

коня, а именно: 𝑇1 = 𝑎 − √𝑃  и 𝑇2 = 𝑎 + √𝑃 , а в силу их взаимного расположения 

с параметрами a и c, производная функции F(T) отрезках [a, 𝑐] является отрица-



139 

 

 

 

тельной, а следовательно, функция F(T) является убывающей на этом отрезке. Сле-

довательно, минимум функции в этом случае может достигаться только в точке с. 

То есть: 

 

𝑇min3.3
∗ = 𝑐, 𝑄min3.3

∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑐),        𝐹min3.3
∗ = 𝐹(𝑐)                   (3.58) 

 

Таким образом, для случая 3 решение по функционалу будет определяться 

одним из значений 𝐹min3.1
∗ , 𝐹min3.2

∗  или 𝐹min3.3
∗ , в зависимости от соотношения па-

раметров, обозначим его как 𝐹min3
∗ . Оптимальный объем заказа будет определяться 

соответствующим значением 𝑄min3.1
∗ , 𝑄min3.2

∗  или 𝑄min3.3
∗ , обозначим его как 

𝑄min3
∗ . 

Таким образом, случай 3 рассмотрен нами полностью. Перейдем теперь к 

рассмотрению случая 4. 

Случай 4. 

𝛼 ≥ 𝑡∗, или 𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑎 ≥ 𝑡∗, или 𝑄 ≥ 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑎). Графически этот случай пред-

ставлен на рис. 3.7. В этом случае возможны только издержки хранения, математи-

ческое ожидание которых представляется формулой (3.59). 

 

 

 

 

 

 

 

        t*      𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ 𝑎      𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑐                   𝑡0 +

𝑄

𝑞
+ 𝑏                          

Рисунок 3.7 - Графическая схема случая 4 

Источник: составлено автором 
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𝐹(𝑄) = ∫𝑝𝑄∗ (𝑡0 +
𝑄

𝑞
+ Δ𝑡 − 𝑡∗) 𝜌(Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝛼

                                                  (3.59) 

 

В результате вычисления интеграла (3.59), получаем вид функции F(Q) для случая 

4, а именно: 

 

𝐹(𝑄) = 𝑝𝑄∗ ((𝑡0 +
𝑄

𝑞
− 𝑡∗) +

1

3
(𝑏 − 𝑎))                                                           (3.60) 

 

Как видно из выражения (3.60) функция F(Q) является линейной возрастаю-

щей функцией, а следовательно, достигает своего минимума на левом конце рас-

сматриваемого интервала, то есть в точке, представленной выражением (3.61). 

 

𝑄𝑚𝑖𝑛4
∗ = 𝑞(𝑡∗ − 𝑡0 − 𝑎),  𝐹min4

∗ = 𝑝𝑄∗ (
1

3
𝑏 −

4

3
𝑎).                                           (3.61) 

 

Рассмотрение случаев 1 – 4 завершено. Сформируем итоговое решение за-

дачи. 

 

min
Q
F(Q)=min{𝐹min1

∗ , 𝐹min2
∗  ,𝐹min3

∗  ,𝐹min4
∗ }                                              (3.62) 

 

Значение оптимальной точки буде соответственно выбираться из множества 

 

{𝑄min1
∗ , 𝑄min 2

∗  , 𝑄min3
∗  , 𝑄min4

∗ }…………………………………………….(3.63) 

 

в зависимости от выбора минимального из выражений в (3.62). 

Разработанная стохастическая модель, учитывающая неопределенность вре-

мени доставки и соответствующая ей оптимизационная задача по критерию мини-
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мизации математического ожидания интегральных дополнительных издержек в ка-

честве результата определяют время размер новой партии товара при известном 

времени заказа доставки. При предположении о треугольном распределении слу-

чайных отклонений момента прибытия товарной партии от договорного было по-

лучено аналитическое решение задачи, сводящиеся к итоговому выбору на основа-

нии соотношений (3.62) и (3.63). 

 

 

3.3 Модели оптимизации объема поставки в условиях неопределенности 

спроса по критерию максимизации ожидаемой прибыли 

 

 

Предполагаем, что поставка товара происходит периодически в определенные 

моменты времени точно в назначенный момент, т.е. неопределенность времени по-

ставки отсутствует. Объем товара, поставляемый в начале каждого периода, рас-

сматривается как переменная величина, которая является оптимизирующей пере-

менной в данной модели. Спрос на товар в каждом периоде является случайной 

величиной с известным законом распределения, с плотностью распределения веро-

ятностей - 𝑓(𝑥) и известным множеством значений 𝑥𝜖[0, 𝑋𝑀], где XM есть макси-

мально возможный объем спроса в рассматриваемый период. Задача решается для 

каждого периода поставки автономно, а следовательно, параметр XM и закон рас-

пределения f(x) могут зависеть от рассматриваемого периода. 

Предполагаем известной прибыль от реализации единицы товара - v. Полагаем, 

что 𝑣 ≥ 0. Общая прибыль пропорциональна объему реализованного товара.  

В случае, если спрос оказывается выше объема товара, имеющегося в наличии 

в данном периоде, могут возникать различного рода финансовые риски, выражен-

ные в договорных пенях, штрафах, другого рода неустойках, репутационные риски 
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или риски потери клиента. Риски потери клиента также могут быть оценены коли-

чественно в финансовом выражении. Такого рода модели логистической регрессии, 

оценивающие вероятность ухода клиента представлены, например, в [23]. Исполь-

зуя, регрессионный коэффициент подобных моделей при переменной «объем не-

удовлетворенного спроса» и сопоставляя его влияние на вероятность ухода клиента 

с данными о торговых историях клиентов, можно вывести некоторый удельный ко-

эффициент, характеризующий усредненные финансовые потери компании при не-

удовлетворении спроса в единичном объеме. Обозначим этот коэффициент – w. 

Полагаем, что 𝑤 ≤ 0. 

В случае, если имеющийся в данном периоде товар превосходит спрос, 

возникает неиспользованный излишек товара, который влечет за собой 

дополнительные затраты на хранение и финансовые потери от средств, 

«замороженных» в товаре. В этом случае целесообразно оценить издержки от 

хранения излишков товара в течение рассматриваемого периода пропорционально 

количеству невостребованного товара с некоторым коэффициентом h. Полагаем, 

что ℎ ≤ 0. Заметим, что мы исчисляем только дополнительные издержки хранения 

товара, который хранился период, но не был реализован. Издержки хранения то-

вара, который был реализован в периоде поставки, мы предполагаем учтенными в 

прибыли товара v. Исследования данных моделей представлено в [64]. 

 

 

3.3.1 Модель оптимизации объема поставки с учетом дополнительных  

издержек хранения и рисков потери клиентов для товаров длительного 

срока хранения 

 

 

В качестве оптимизируемого критерия в данной модели выступает 

математическое ожидание прибыли от реализации товара в рассматриваемом пери-
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оде за вычетом двух видов издержекылиы, описанных выше, а именно, издержки хране-

ния (возникают при образовании нереализованных излишков товара) и издержки 

потери клиентов (возникают при невозможности полностью удовлетворить спрос 

данного периода). Целевая функция задачи в этом случае представлена далее вы-

ражением (3.64) 

 

𝐹(𝑄) = ∫(𝑣𝑥 + ℎ(𝑄 − 𝑥))𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ (𝑣𝑄 + 𝑤(𝑥 − 𝑄))𝑓(𝑥)𝑑𝑥               (3.64)

𝑋𝑀

𝑄

𝑄

0

 

 

Задача состоит в максимизации функции (3.64) по переменной Q на допустимом 

множестве значений, а именно на отрезке [0, 𝑋𝑀]. Проведем следующие преобра-

зования функции (3.64): 

 

𝐹(𝑄) = 𝑣∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ℎ𝑄∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑄

0

+ ℎ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑄

0

𝑄

0

+ 𝑣𝑄 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

+𝑤∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

− 𝑤𝑄∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

𝑋𝑀

𝑄

 

 

Для минимизации функции F(x) найдем ее производную, воспользовавшись 

известной формулой Лейбница для дифференцирования интегральных функций с 

переменным верхним пределом [34, с. 218]. 

 

𝑑𝐹(𝑄)

𝑑𝑄
=  ℎ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +  𝑣 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

𝑄

0

−  𝑤 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

.                    (3.65) 

Учитывая, что  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

= 1 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑄

0

,                                            (3.66) 
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и приравнивая производную 0, получим следующее уравнение относительно пере-

менной Q, рассматриваемое при 𝑥𝜖[0, 𝑋𝑀]: 

 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑄

0

= 
𝑤 − 𝑣

ℎ + 𝑤 − 𝑣
=

1

ℎ
𝑤 − 𝑣

+ 1
=  𝑘1.                                           (3.67) 

 

Из второго разложения в соотношении (3.67) и знаков параметров h, w, v, обо-

значенных выше, следует 0 ≤ 𝑘1 ≤ 1. В силу того, что функция от переменной Q, 

которая находится в левой части уравнения (3.67) является монотонно неубываю-

щей непрерывной функцией, меняющейся на рассматриваемом отрезке от 0 до 1, 

уравнение (3.67) имеет решение в силу теоремы Вейерштрасса [34, с. 170]. В общем 

случае нахождение корня уравнения (3.67) осуществляется известными числен-

ными методами. Пусть 𝑄∗ - корень уравнения (3.67). Далее заметим, что производ-

ная (2) является функцией невозрастающей на рассматриваемом отрезке, при этом 

 

𝑑𝐹(0)

𝑑𝑄
= 𝑣 − 𝑤 ≥ 0,   

𝑑𝐹(𝑋𝑀)

𝑑𝑄
= ℎ ≤ 0. 

 

В силу этого в точке 𝑄∗, производная меняет знак с «+» на «-», а следовательно, 

точка 𝑄∗  является точкой искомого максимума и нет необходимости вычислять 

значение функции F(x) на концах отрезка. 

Далее проведем решение данной задачи в предположении, что случайная ве-

личина спроса распределена по треугольному закону распределения на отрезке 

[𝑎, 𝑏]. Параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 – определяются из статистических данных, либо с помо-

щью оценок экспертов, при соблюдение следующего условия: 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏, где 

𝑎 - нижний предел значений случайной величины, 𝑏 - верхний предел значений 

случайной величины, 𝑐 - мода (значение, встречающееся в распределении наиболее 
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часто). В этом случае функция плотности распределения вероятностей f(x) выража-

ется согласно (2.74), а функция распределения вероятностей согласно (2.75): 

Откуда аналитическое решение задачи для случая, когда случайная величина 

спроса описывается треугольным распределением, выражается соотношениями 

(3.68). 

 

𝑄∗ = {
𝑎 + √𝑘1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)  ,    0 ≤ 𝑘1 ≤

𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
,

𝑏 + √(1 − 𝑘1)(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)  ,    
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
≤ 𝑘1 ≤   1,

                         (3.68)  

 

В заключении заметим, что данная модель допускает сужение задачи для слу-

чая отсутствия какого-либо вида издержек из рассматриваемых в модели.  

Если отсутствуют издержки хранения, т.е. h=0, то 𝑘1=1 и 𝑄∗=XM. Экономи-

ческий смысл этого результата понятен, поскольку в этом случае риск дополни-

тельных издержек хранения отсутствует изначально, риск потери клиентов исче-

зает при поставке максимума объема возможного спроса, а нераспроданный товар 

переходит на следующий период без каких-либо дополнительных затрат. 

Если отсутствуют издержки потери клиентов, т.е. w=0, то  

𝑘1 =
𝑣

𝑣 − ℎ
. 

Как видно 0 ≤ 𝑘1 ≤ 1 и уравнение (3.67) остается разрешимым. В этом слу-

чае решение является нетривиальным поскольку остается баланс между прибылью 

от продажи и издержками хранения излишков. 

Если отсутствуют и издержки хранения, и издержки потери клиентов, т.е. 

h=0, w=0, то 𝑘1=1 и 𝑄∗=XM. Экономический смысл этого результата также поня-

тен, поскольку в этом случае риск дополнительных издержек хранения и риск по-
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тери клиентов отсутствуют изначально, нераспроданный товар переходит на сле-

дующий период без каких-либо дополнительных затрат, а завоз максимального 

объема увеличивает ожидаемые продажи. 

3.3.2 Модель оптимизации объема поставки с учетом дополнительных  

издержек хранения и рисков потери клиентов для товаров с ограниченным 

сроком хранения 

 

 

В качестве оптимизируемого критерия в данной модели выступает 

математическое ожидание прибыли от реализации товара в рассматриваемом пери-

оде за вычетом двух видов издержекылиы, описанных выше, а именно, издержки хране-

ния (возникают при образовании нереализованных излишков товара) и издержки 

потери клиентов (возникают при невозможности полностью удовлетворить спрос 

данного периода). В отличии от модели, рассмотренной выше, вычитаются также 

затраты на закупку товарной партии, завозимой в рассматриваемом периоде. Ото 

объясняется тем обстоятельством, что если в предыдущей модели невостребован-

ный излишек товара переходил как входящий остаток на следующий период и учи-

тывался при определении объема завоза товара следующего периода, то в данной 

модели предполагается, что нереализованный остаток рассматриваемого периода 

считается просроченным и далее не рассматривается, т.е. выходит из оборота. Це-

левая функция задачи в этом случае представлена далее выражением (3.69) 

 

𝐹(𝑄) = ∫(𝑐2𝑥 + ℎ(𝑄 − 𝑥))𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ (𝑐2𝑄 + 𝑤(𝑥 − 𝑄))𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑐1𝑄,   (3.69)

𝑋𝑀

𝑄

𝑄

0

 

 

где 𝑐1 – цена закупки товара, 𝑐2 – цена продажи товара. Полагаем, что 

0 ≤ 𝑐1 ≤ 𝑐2. 
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Задача состоит в максимизации функции (3.69) по переменной Q на допустимом 

множестве значений, а именно на отрезке [0, 𝑋𝑀] . Проведем следующие 

преобразования функции (3.69): 

 

𝐹(𝑄) = 𝑐2∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ℎ𝑄∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑄

0

+ ℎ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑄

0

𝑄

0

+ 𝑐2𝑄 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

+𝑤∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

− 𝑤𝑄∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑐1𝑄.

𝑋𝑀

𝑄

 

 

Как и при исследовании модели параграфа 3.3.1, для минимизации функции 

F(x) найдем ее производную, воспользовавшись известной формулой Лейбница для 

дифференцирования интегральных функций с переменным верхним пределом [34, 

с. 218]. 

 

𝑑𝐹(𝑄)

𝑑𝑄
=  ℎ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + с2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑋𝑀

𝑄

𝑄

0

−  𝑤 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − с1

𝑋𝑀

𝑄

.                    (3.70) 

 

Учитывая соотношение (3.66) и приравнивая производную 0, получим следующее 

уравнение относительно переменной Q, рассматриваемое при 𝑥𝜖[0, 𝑋𝑀]: 

 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑄

0

= 
𝑤 + 𝑐1 − 𝑐2
ℎ + 𝑤 − 𝑐2

=
1 +

𝑐1
𝑤 − 𝑐2

1 +
ℎ

𝑤 − 𝑐2

= 𝑘2.                                           (3.71) 

 

С учетом знаков параметров w, h и соотношения 0 ≤ 𝑐1 ≤ 𝑐2, справедлива следую-

щая цепочка неравенств: 

 

𝑐1 ≤ 𝑐2 −𝑤,  𝑤 − 𝑐2 < 0, 
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−1 ≤
𝑐1

𝑤 − 𝑐2
≤ 0,    0 ≤ 1 +

𝑐1
𝑤 − 𝑐2

≤ 1,     

 

0 ≤
ℎ

𝑤 − 𝑐2
,    1 ≤ 1 +

𝑐1
𝑤 − 𝑐2

,    

 

а следовательно 0 ≤ 𝑘2 ≤ 1.  

В силу того, что функция от переменной Q, которая находится в левой части 

уравнения (3.71) является монотонно неубывающей непрерывной функцией, меня-

ющейся на рассматриваемом отрезке от 0 до 1, уравнение (3.71) имеет решение в 

силу теоремы Вейерштрасса [34, с. 170]. В общем случае нахождение корня урав-

нения (3.71) осуществляется известными численными методами. Пусть 𝑄∗ - корень 

уравнения (3.71). Далее заметим, что производная (3.70) является функцией невоз-

растающей на рассматриваемом отрезке, при этом 

 

𝑑𝐹(0)

𝑑𝑄
= 𝑐2 −𝑤 −  𝑐1 ≥ 0,   

𝑑𝐹(𝑋𝑀)

𝑑𝑄
= ℎ − 𝑐1 ≤ 0. 

 

В силу этого в точке 𝑄∗, производная меняет знак с «+» на «-», а следовательно, 

точка 𝑄∗  является точкой искомого максимума и нет необходимости вычислять 

значение функции F(x) на концах отрезка. 

Далее проведем решение данной задачи в предположении, что случайная ве-

личина спроса распределена по треугольному закону распределения на отрезке 

[𝑎, 𝑏]. Параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 –удовлетворяют следующим условиям: 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏, 𝑎 < 𝑏, 

где 𝑎 - нижний предел значений случайной величины, 𝑏 - верхний предел значений 

случайной величины, 𝑐 - мода (значение, встречающиеся в распределении наибо-

лее часто). В этом случае функция плотности распределения вероятностей f(x) вы-

ражается согласно соотношениям (2.74), а функция распределения вероятностей 

согласно соотношениям (2.75). Откуда аналитическое решение задачи для случая, 
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когда случайная величина спроса описывается треугольным распределением, вы-

ражается соотношениями (3.72). 

 

𝑄∗ = {
𝑎 + √𝑘1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)  ,    0 ≤ 𝑘2 ≤

𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
,

𝑏 + √(1 − 𝑘1)(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)  ,    
𝑐 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
≤ 𝑘2 ≤   1,

                         (3.72)  

 

В заключении заметим, что данная модель допускает сужение задачи для слу-

чая отсутствия какого-либо вида издержек из рассматриваемых в модели.  

Если отсутствуют издержки хранения, т.е. h=0, то  

𝑘2 = 1 +
𝑐1

𝑤 − 𝑐2
. 

Как видно 0 ≤ 𝑘2 ≤ 1 и уравнение (3.71) остается разрешимым. В этом слу-

чае решение является нетривиальным поскольку остается баланс между прибылью 

от продажи товара, издержками потери клиентов и потерями нереализованных то-

варных остатков. 

Если отсутствуют издержки потери клиентов, т.е. w=0, то 

𝑘2 =
1 −

𝑐1
𝑐2

1 −
ℎ
𝑐2

. 

Как видно 0 ≤ 𝑘2 ≤ 1 и уравнение (3.71) остается разрешимым. В этом слу-

чае решение является нетривиальным поскольку остается баланс между прибылью 

от продажи товара, дополнительными издержками от хранения нераспроданного 

товара и потерями нереализованных товарных остатков. 

Если отсутствуют и издержки хранения, и издержки потери клиентов, т.е. 

h=0, w=0, то 
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𝑘2 = 1 −
𝑐1
𝑐2
. 

Как видно 0 ≤ 𝑘2 ≤ 1 и уравнение (3.71) остается разрешимым. В этом слу-

чае решение является нетривиальным поскольку остается баланс между прибылью 

от продажи товара и потерями нереализованных товарных остатков. 

  



151 

 

 

 

Глава 4 Численный анализ стохастических моделей оптимизации времени 

назначения поставки 

 

 

В данной главе диссертации приведен анализ чувствительности разработан-

ных стохастических моделей, основанный на результатах численных расчетов с ис-

пользованием аналитических решений моделей оптимизации момента поставки с 

учетом неопределенностей спроса и времени поставки. Расчеты проведены с ис-

пользованием тестовых данных c использованием языка MATLAB. 

 

 

4.1 Расчет оптимального момента поставки с учетом неопределенности 

спроса 

 

 

В параграфе 2.1 была получена модель, позволяющая при случайном спросе 

определить день поставки новой партии товара в определенном объеме при усло-

вии минимизации рисков. Основные результаты данного параграфа опубликованы 

автором в работе [58]. Оптимальный момент времени 𝑡∗ назначения доставки но-

вой партии товара, выражается соотношением (4.1): 
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Если 𝑝

(

 
 
𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

)

 
 
<
𝑧

𝛼0
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 −  

− 2√

𝑧
𝛼0
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝑎 + 𝛼0 +√
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

;

Если 𝑝

(

 
 
𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

)

 
 
>
𝑧

𝛼0
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 

−2√

𝑧
𝛼0
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝑏 + 𝛼0 −√

𝑧
𝛼0
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼0
+ 𝑝)

;

          (4.1) 

 

где 𝛼0 - прогнозируемое время обнуления запаса товара; 

𝑝 - цена удельных складских издержек единичного объема товара; 

𝑧 - удельная прибыль от реализации товара; 

𝑎, 𝑏, 𝑐 – числовые характеристики треугольного распределения случайной ве-

личины ∆𝛼  (отличие фактического времени обнуления товара от прогнозируе-

мого), где 𝑎 - нижний предел, 𝑏 - верхний предел, 𝑐 – мода. 

Из соотношения (4.1) следует, что оптимальное время прибытия новой пар-

тии товара на склад меняется относительно прогнозируемого времени обнуления 

товара 𝛼0. Степень изменения определяется параметрами 𝛼0, 𝑝, 𝑧,𝑎, 𝑏, 𝑐. Далее ис-

следуем влияние данных параметров на оптимальное время завоза новой товарной 

партии 𝑡∗. 

В таблице 4.1 исследуем влияние прогнозируемого времени обнуления за-

паса товара 𝛼0 на время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере 

цена удельных складских издержек единичного объема товара 𝑝 = 5  усл. ед., 

удельная прибыль от реализации товара 𝑧 = 10 усл.ед., а случайная величина ∆𝛼 
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описывается треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 =

7, 𝑐 = 2 . Для сравнение двух величин 𝑝(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√
𝑝(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

(
𝑧

𝛼0
+𝑝)

) и 
𝑧

𝛼0
(2𝑏 −

𝑎 − 𝑐 − 2√

𝑧

𝛼0
(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(
𝑧

𝛼0
+𝑝)

), обозначим первую 𝑓1 = 𝑝(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√
𝑝(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

(
𝑧

𝛼0
+𝑝)

), 

а вторую 𝑓2 =
𝑧

𝛼0
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√

𝑧

𝛼0
(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(
𝑧

𝛼0
+𝑝)

). Расчеты представлены в таблице 

4.1. 

 

Таблица 4.1 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметра α0 * 
𝒂 𝒄 𝒃 𝜶𝟎 𝒑 𝒛 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒕∗ 

-2,00 2,00 7,00 10,00 5,00 10,00 10,23 8,52 14,26 

-2,00 2,00 7,00 11,00 5,00 10,00 9,81 7,94 15,37 

-2,00 2,00 7,00 12,00 5,00 10,00 9,45 7,44 16,46 

-2,00 2,00 7,00 13,00 5,00 10,00 9,14 7,00 17,55 

-2,00 2,00 7,00 14,00 5,00 10,00 8,88 6,61 18,63 

-2,00 2,00 7,00 15,00 5,00 10,00 8,64 6,27 19,70 

-2,00 2,00 7,00 16,00 5,00 10,00 8,43 5,95 20,76 

-2,00 2,00 7,00 17,00 5,00 10,00 8,25 5,67 21,82 

-2,00 2,00 7,00 18,00 5,00 10,00 8,08 5,42 22,88 

-2,00 2,00 7,00 19,00 5,00 10,00 7,93 5,19 23,93 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
 

 

Рисунок 4.1 – Изменение времени завоза в зависимости от параметра α0 

Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
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На рисунке 4.1 представлено изменение времени завоза новой товарной пар-

тии в зависимости от параметра α0. Зависимость является линейной. Чем позже 

ожидается, что закончится товар на складе, тем и позже следует назначить момент 

поставки. 

 

Таблица 4.2 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметра p * 
𝒂 𝒄 𝒃 𝒑 𝜶𝟎 𝒛 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒕∗ 

-2,00 2,00 7,00 5,00 10,00 10,00 10,23 8,52 14,26 

-2,00 2,00 7,00 10,00 10,00 10,00 15,58 9,95 14,98 

-2,00 2,00 7,00 15,00 10,00 10,00 20,72 10,65 15,32 

-2,00 2,00 7,00 20,00 10,00 10,00 25,78 11,07 15,54 

-2,00 2,00 7,00 25,00 10,00 10,00 30,83 11,37 15,68 

-2,00 2,00 7,00 30,00 10,00 10,00 35,85 11,59 15,80 

-2,00 2,00 7,00 35,00 10,00 10,00 40,87 11,76 15,88 

-2,00 2,00 7,00 40,00 10,00 10,00 45,89 11,90 15,95 

-2,00 2,00 7,00 45,00 10,00 10,00 50,90 12,02 16,01 

-2,00 2,00 7,00 50,00 10,00 10,00 55,91 12,12 16,06 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 

 

В таблице 4.2 исследуем влияние цены удельных складских издержек еди-

ничного объема товара p на время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном 

примере прогнозируемое время обнуления запаса товара 𝛼0  =10 дней, удельная 

прибыль от реализации товара 𝑧 = 10 усл.ед., а случайная величина ∆𝛼 описыва-

ется треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2. Рас-

четы представлены в таблице 4.2. 
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Рисунок 4.2 - Изменение времени завоза в зависимости от параметра 𝑝 

Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
 

На рисунке 4.2 представлено изменение времени завоза новой товарной пар-

тии в зависимости от параметра p. Зависимость не является линейной, что подтвер-

ждает значимость данного исследования. Чем больше ожидаемая цена удельных 

складских издержек единичного объема товара, тем и позже следует назначить мо-

мент поставки. 

 

Таблица 4.3 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметра z * 
𝒂 𝒄 𝒃 𝒛 𝜶𝟎 𝒑 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒕∗ 

-2,00 2,00 7,00 10,00 10,00 5,00 10,23 8,52 14,26 

-2,00 2,00 7,00 20,00 10,00 5,00 14,29 13,66 13,41 

-2,00 2,00 7,00 30,00 10,00 5,00 17,57 17,35 12,89 

-2,00 2,00 7,00 40,00 10,00 5,00 20,28 20,22 12,53 

-2,00 2,00 7,00 50,00 10,00 5,00 22,57 22,57 12,26 

-2,00 2,00 7,00 60,00 10,00 5,00 24,55 24,55 12,05 

-2,00 2,00 7,00 70,00 10,00 5,00 26,27 26,27 11,87 

-2,00 2,00 7,00 80,00 10,00 5,00 27,79 27,80 11,72 

-2,00 2,00 7,00 90,00 10,00 5,00 29,14 29,19 11,59 

-2,00 2,00 7,00 100,00 10,00 5,00 30,36 30,46 11,46 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
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В таблице 4.3 исследуем влияние удельной прибыли от реализации товара z 

на время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере прогнозируе-

мое время обнуления запаса товара 𝛼0 = 10 дней, цена удельных складских издер-

жек единичного объема товара 𝑝 = 5 усл. ед., а случайная величина ∆𝛼 описыва-

ется треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2. Рас-

четы представлены в таблице 4.3. 

 

 

Рисунок 4.3 - Изменение времени завоза в зависимости от параметра 𝑧 

Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
 

На рисунке 4.3 представлено изменение времени завоза новой товарной пар-

тии в зависимости от параметра z. Зависимость не является линейной, что подтвер-

ждает значимость данного исследования. Чем больше ожидаемая цена на товар, тем 

раньше следует поставить новую партию продукции. 

В таблице 4.4 исследуем влияние прогнозируемого времени обнуления за-

паса товара 𝛼0  и цены удельных складских издержек единичного объема 𝑝  на 

время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере удельная прибыль 

от реализации товара 𝑧 = 10 усл. ед., а случайная величина ∆𝛼 описывается тре-

угольным законом распределения распределена с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 =

2. Расчеты представлены в таблице 4.4. 
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Таблица 4.4 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметров α0 и p * 
     𝒑 

𝜶𝟎 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00 35,00 40,00 45,00 50,00 

10 14,26 14,98 15,32 15,54 15,68 15,80 15,88 15,95 16,01 16,06 

11 15,37 16,06 16,40 16,60 16,74 16,85 16,93 17,00 17,06 17,10 

12 16,46 17,14 17,46 17,66 17,80 17,90 17,98 18,04 18,10 18,14 

13 17,55 18,21 18,52 18,71 18,84 18,94 19,02 19,08 19,13 19,17 

14 18,63 19,27 19,57 19,75 19,88 19,98 20,05 20,11 20,16 20,20 

15 19,70 20,32 20,62 20,80 20,92 21,01 21,08 21,14 21,19 21,23 

16 20,76 21,37 21,66 21,83 21,95 22,04 22,11 22,17 22,21 22,25 

17 21,82 22,42 22,70 22,87 22,98 23,07 23,14 23,19 23,24 23,28 

18 22,88 23,46 23,73 23,90 24,01 24,10 24,16 24,21 24,26 24,30 

19 23,93 24,50 24,76 24,93 25,04 25,12 25,18 25,24 25,28 25,32 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

На рисунке 4.4, полученном с помощью функции num1() на языке MATLAB 

(Приложение Н), представлено изменение времени завоза новой товарной партии 

в зависимости от параметров 𝛼0 и 𝑝. Чем позже ожидается, что закончится товар и 

чем больше ожидаемая цена за хранение на складе, тем и позже следует назначить 

момент поставки.  

 

Рисунок 4.4 - Изменение времени завоза в зависимости от параметров 𝛼0 и 𝑝 

Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 
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Таблица 4.5 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметров α0 и z * 

𝒛 

𝜶𝟎 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

10 14,26 13,41 12,89 12,53 12,26 12,05 11,87 11,72 11,59 11,46 

11 15,37 14,54 14,01 13,65 13,37 13,15 12,98 12,83 12,70 12,57 

12 16,46 15,65 15,13 14,76 14,48 14,26 14,08 13,93 13,79 13,67 

13 17,55 16,75 16,23 15,86 15,58 15,35 15,17 15,02 14,89 14,77 

14 18,63 17,84 17,33 16,95 16,67 16,44 16,26 16,10 15,97 15,85 

15 19,70 18,92 18,41 18,04 17,76 17,53 17,34 17,18 17,05 16,93 

16 20,76 20,00 19,50 19,13 18,84 18,61 18,42 18,26 18,12 18,00 

17 21,82 21,07 20,57 20,21 19,92 19,68 19,49 19,33 19,19 19,07 

18 22,88 22,14 21,65 21,28 20,99 20,76 20,56 20,40 20,26 20,13 

19 23,93 23,20 22,71 22,35 22,06 21,83 21,63 21,46 21,32 21,20 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

В таблице 4.5 исследуем влияние прогнозируемого времени обнуления за-

паса товара 𝛼0 и удельной прибыль от реализации товара 𝑧 на время завоза новой 

товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере цена удельных складских издержек 

единичного объема товара 𝑝 = 5 усл. ед., а случайная величина ∆𝛼 описывается 

треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2. Расчеты 

представлены в таблице 4.5. 

На рисунке 4.5, полученном с помощью функции num2() на языке MATLAB 

(Приложение П), представлено изменение времени завоза новой товарной партии 

в зависимости от параметров 𝛼0 и 𝑧. Чем раньше ожидается, что закончится товар 

на складе и чем больше ожидаемая цена на товар, тем раньше следует назначить 

момент поставки.  
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Рисунок 4.5 - Изменение времени завоза в зависимости от параметров 𝛼0 и 𝑧 

Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

Таблица 4.6 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметров p и z * 

𝒛 

𝒑 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

5 14,26 13,41 12,89 12,53 12,26 12,05 11,87 11,72 11,59 11,46 

10 14,98 14,26 13,78 13,41 13,13 12,89 12,70 12,53 12,38 12,26 

15 15,32 14,70 14,26 13,92 13,65 13,41 13,22 13,04 12,89 12,76 

20 15,54 14,98 14,58 14,26 14,00 13,78 13,58 13,41 13,26 13,13 

25 15,68 15,17 14,80 14,51 14,26 14,05 13,86 13,70 13,55 13,41 

30 15,80 15,32 14,98 14,70 14,46 14,26 14,08 13,92 13,78 13,65 

35 15,88 15,44 15,12 14,85 14,63 14,43 14,26 14,11 13,97 13,84 

40 15,95 15,54 15,23 14,98 14,76 14,58 14,41 14,26 14,13 14,00 

45 16,01 15,62 15,32 15,08 14,88 14,70 14,54 14,39 14,26 14,14 

50 16,06 15,68 15,40 15,17 14,98 14,80 14,65 14,51 14,38 14,26 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

В таблице 4.6 исследуем влияние цены удельных складских издержек еди-

ничного объема товара 𝑝 и удельной прибыли от реализации товара 𝑧 на время за-

воза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере прогнозируемое время об-
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нуления запаса товара 𝛼0 = 10 дней, а случайная величина ∆𝛼 описывается тре-

угольным законом распределения распределена с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 =

2. Расчеты представлены в таблице 4.6. 

На рисунке 4.6, полученном с помощью функции num3() на языке MATLAB 

(Приложение Р), представлено изменение времени завоза новой товарной партии в 

зависимости от параметров 𝑝 и 𝑧 . Чем меньше ожидаемая цена на товар и чем 

больше цена за хранение, тем и позже следует назначить момент поставки.  

 

Рисунок 4.6 - Изменение времени завоза в зависимости от параметров 𝑝 и 𝑧 

Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 
 

Таким образом, можно сделать вывод, что полученная модель оптимизации 

момента поставки с учетом неопределенности спроса, является актуальной. Из по-

лученной формулы (4.1) и из рисунков 4.1-4.6 видно, что зависимость оптималь-

ного момента поставки от таких параметров, как прогнозируемое время обнуления 

запаса товара, цена удельных складских издержек единичного объема товара и 

удельная прибыль от реализации товара не является линейной, а значит, не могла 
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быть получена без проведения исследования отраженного во второй главе данной 

диссертации. 

 

 

4.2 Расчет оптимального момента поставки с учетом неопределенности 

времени поставки 

 

 

В параграфе 2.2 была представлена оптимизационная модель определения 

времени поставки новой партии товара в известном объеме в условиях неопреде-

ленности времени поставки при условии минимизации ожидаемых суммарных из-

держек. Основные результаты данного параграфа опубликованы автором в работе 

[63]. Оптимальный момент времени 𝑡∗ назначения доставки новой партии товара, 

выражается соотношением (4.2): 

 

Если 𝑝(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

) >
𝑧

𝛼
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 −  

− 2√

𝑧
𝛼
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼 + 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝛼 − 𝑎 − √

𝑧
𝛼
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼 + 𝑝)

;

Если  𝑝 (2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

) <
𝑧

𝛼
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 

−2√

𝑧
𝛼
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

) , то 𝑡∗ = 𝛼 − 𝑏 + √
𝑝(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(
𝑧
𝛼
+ 𝑝)

;

            (4.2) 

 

где 𝛼 – момент фактического обнуления товара на складе, а остальные входные па-

раметры имеют тот же смысл, как и в разделе 4.1. 
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Из соотношения (4.2) следует, что оптимальное время прибытия новой пар-

тии товара на склад меняется относительно момента фактического обнуления то-

вара на складе 𝛼. Степень изменения определяется параметрами 𝛼, 𝑝, 𝑧,𝑎, 𝑏, 𝑐. Да-

лее исследуем влияние данных параметров на оптимальное время завоза новой то-

варной партии 𝑡∗. 

В таблице 4.7 исследуем влияние момента фактического обнуления товара на 

складе 𝛼  на время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере цена 

удельных складских издержек единичного объема товара 𝑝 = 5 усл. ед., удельная 

прибыль от реализации товара 𝑧 = 10 усл. ед., а случайная величина ∆𝑡 описыва-

ется треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2. Для 

сравнение двух величин 𝑝(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√
𝑝(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(
𝑧

𝛼
+𝑝)

)  и 
𝑧

𝛼
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 −

2√
𝑧

𝛼
(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

(
𝑧

𝛼
+𝑝)

), обозначим первую 𝑓1 = 𝑝(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐 − 2√
𝑝(𝑏−𝑎)(𝑏−𝑐)

(
𝑧

𝛼
+𝑝)

), а вторую 

𝑓2 =
𝑧

𝛼
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝑧

𝛼
(𝑏−𝑎)(𝑐−𝑎)

(
𝑧

𝛼
+𝑝)

). Расчеты представлены в таблице 4.7. 

 

Таблица 4.7 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметра α * 
𝒂 𝒄 𝒃 𝜶 𝒑 𝒛 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒕∗ 

-2,00 2,00 7,00 10,00 5,00 10,00 8,76 8,10 9,55 

-2,00 2,00 7,00 11,00 5,00 10,00 8,29 7,54 10,65 

-2,00 2,00 7,00 12,00 5,00 10,00 7,89 7,05 11,73 

-2,00 2,00 7,00 13,00 5,00 10,00 7,55 6,63 12,81 

-2,00 2,00 7,00 14,00 5,00 10,00 7,25 6,26 13,88 

-2,00 2,00 7,00 15,00 5,00 10,00 6,99 5,92 14,94 

-2,00 2,00 7,00 16,00 5,00 10,00 6,75 5,63 16,00 

-2,00 2,00 7,00 17,00 5,00 10,00 6,55 5,36 17,05 

-2,00 2,00 7,00 18,00 5,00 10,00 6,36 5,11 18,10 

-2,00 2,00 7,00 19,00 5,00 10,00 6,19 4,89 19,15 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
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Рисунок 4.7 - Изменение времени завоза в зависимости от параметра 𝛼 

Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
 

На рисунке 4.1 представлено изменение времени завоза новой товарной пар-

тии в зависимости от параметра α . Зависимость является линейной. Чем позже 

ожидается, что закончится товар на складе, тем и позже следует назначить момент 

поставки. 

 

Таблица 4.8 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметра p * 
𝒂 𝒄 𝒃 𝒑 𝜶𝟎 𝒛 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒕∗ 

-2,00 2,00 7,00 5,00 10,00 10,00 8,76 8,10 9,55 

-2,00 2,00 7,00 10,00 10,00 10,00 12,08 9,38 10,19 

-2,00 2,00 7,00 15,00 10,00 10,00 15,14 10,00 10,50 

-2,00 2,00 7,00 20,00 10,00 10,00 18,14 10,38 10,69 

-2,00 2,00 7,00 25,00 10,00 10,00 21,10 10,65 10,82 

-2,00 2,00 7,00 30,00 10,00 10,00 24,05 10,84 10,92 

-2,00 2,00 7,00 35,00 10,00 10,00 26,99 11,00 11,00 

-2,00 2,00 7,00 40,00 10,00 10,00 29,93 11,13 11,06 

-2,00 2,00 7,00 45,00 10,00 10,00 32,86 11,23 11,12 

-2,00 2,00 7,00 50,00 10,00 10,00 35,79 11,32 11,16 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 

 

В таблице 4.8 исследуем влияние цены удельных складских издержек еди-

ничного объема товара p на время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном 
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примере прогнозируемое время обнуления запаса товара 𝛼  =10 дней, удельная 

прибыль от реализации товара 𝑧 = 10 усл. ед., а случайная величина ∆𝑡 описыва-

ется треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2. Рас-

четы представлены в таблице 4.8. 

 

 

Рисунок 4.8 - Изменение времени завоза в зависимости от параметра 𝑝 

Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 
 

На рисунке 4.8 представлено изменение времени завоза новой товарной пар-

тии в зависимости от параметра p. Зависимость не является линейной, что подтвер-

ждает значимость данного исследования. Чем больше ожидаемая цена удельных 

складских издержек единичного объема товара, тем и позже следует назначить мо-

мент поставки. 

В таблице 4.9 исследуем влияние удельной прибыли от реализации товара z 

на время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере прогнозируе-

мое время обнуления запаса товара 𝛼 = 10 дней, цена удельных складских издер-

жек единичного объема товара 𝑝 = 5 усл. ед., а случайная величина ∆𝑡 описыва-

ется треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2. Рас-

четы представлены в таблице 4.9. 
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Таблица 4.9 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметра z * 
𝒂 𝒄 𝒃 𝒛 𝜶𝟎 𝒑 𝒇𝟏 𝒇𝟐 𝒕∗ 

-2,00 2,00 7,00 10,00 10,00 5,00 8,76 8,10 9,55 

-2,00 2,00 7,00 20,00 10,00 5,00 13,31 13,17 8,79 

-2,00 2,00 7,00 30,00 10,00 5,00 16,97 16,95 8,33 

-2,00 2,00 7,00 40,00 10,00 5,00 20,00 20,00 8,00 

-2,00 2,00 7,00 50,00 10,00 5,00 22,57 22,57 7,74 

-2,00 2,00 7,00 60,00 10,00 5,00 24,77 24,82 7,52 

-2,00 2,00 7,00 70,00 10,00 5,00 26,70 26,84 7,33 

-2,00 2,00 7,00 80,00 10,00 5,00 28,40 28,69 7,16 

-2,00 2,00 7,00 90,00 10,00 5,00 29,91 30,41 7,01 

-2,00 2,00 7,00 100,00 10,00 5,00 31,27 32,02 6,87 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 

 

 

Рисунок 4.9 - Изменение времени завоза в зависимости от параметра 𝑧 

Источник: составлено автором на основе расчетов в среде Excel 

 

На рисунке 4.9 представлено изменение времени завоза новой товарной пар-

тии в зависимости от параметра z. Зависимость не является линейной, что подтвер-

ждает значимость данного исследования. Чем больше ожидаемая цена на товар, тем 

раньше следует поставить новую партию продукции. 

В таблице 4.10 исследуем влияние прогнозируемого времени обнуления за-

паса товара 𝛼  и цены удельных складских издержек единичного объема 𝑝  на 

время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере удельная прибыль 
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от реализации товара 𝑧 = 10 усл. ед., а случайная величина ∆𝑡 описывается тре-

угольным законом распределения распределена с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 =

2. Расчеты представлены в таблице 4.10. 

 

Таблица 4.10 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметров α и p * 
     𝒑 

𝜶 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00 35,00 40,00 45,00 50,00 

10 9,55 10,19 10,50 10,69 10,82 10,92 11,00 11,06 11,12 11,16 

11 10,65 11,27 11,57 11,75 11,88 11,97 12,05 12,11 12,16 12,20 

12 11,73 12,34 12,62 12,80 12,92 13,01 13,09 13,14 13,19 13,23 

13 12,81 13,40 13,67 13,85 13,96 14,05 14,12 14,18 14,22 14,26 

14 13,88 14,45 14,72 14,89 15,00 15,09 15,15 15,21 15,25 15,29 

15 14,94 15,50 15,76 15,92 16,03 16,12 16,18 16,23 16,28 16,31 

16 16,00 16,54 16,80 16,96 17,06 17,14 17,21 17,26 17,30 17,33 

17 17,05 17,59 17,83 17,99 18,09 18,17 18,23 18,28 18,32 18,35 

18 18,10 18,62 18,87 19,01 19,12 19,19 19,25 19,30 19,34 19,37 

19 19,15 19,66 19,90 20,04 20,14 20,21 20,27 20,32 20,35 20,39 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

На рисунке 4.10, полученном с помощью функции num4() на языке MATLAB 

(Приложение С), представлено изменение времени завоза новой товарной партии в 

зависимости от параметров 𝛼 и 𝑝. Чем позже ожидается, что закончится товар и 

чем больше ожидаемая цена за хранение на складе, тем и позже следует назначить 

момент поставки.  
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Рисунок 4.10 - Изменение времени завоза в зависимости от параметров 𝛼 и 𝑝 

Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 
 

Таблица 4.11 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметров α и z. 

𝒛 

𝜶 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

10 9,55 8,79 8,33 8,00 7,74 7,52 7,33 7,16 7,01 6,87 

11 10,65 9,90 9,44 9,11 8,86 8,64 8,45 8,28 8,13 8,00 

12 11,73 11,00 10,54 10,21 9,95 9,74 9,56 9,39 9,24 9,11 

13 12,81 12,09 11,63 11,30 11,04 10,84 10,65 10,49 10,34 10,21 

14 13,88 13,17 12,71 12,38 12,13 11,92 11,74 11,58 11,44 11,30 

15 14,94 14,25 13,79 13,46 13,21 13,00 12,82 12,67 12,52 12,39 

16 16,00 15,32 14,87 14,54 14,28 14,07 13,90 13,74 13,60 13,47 

17 17,05 16,38 15,94 15,61 15,35 15,14 14,97 14,81 14,68 14,55 

18 18,10 17,44 17,00 16,67 16,41 16,21 16,03 15,88 15,74 15,62 

19 19,15 18,50 18,06 17,73 17,48 17,27 17,09 16,94 16,81 16,68 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

В таблице 4.11 исследуем влияние прогнозируемого времени обнуления за-

паса товара 𝛼  и удельной прибыль от реализации товара 𝑧 на время завоза новой 

товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере цена удельных складских издержек 

единичного объема товара 𝑝 = 5 усл. ед., а случайная величина ∆𝑡  описывается 
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треугольным законом распределения с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2. Расчеты 

представлены в таблице 4.11. 

На рисунке 4.11, полученном с помощью функции num5() на языке MATLAB 

(Приложение Т), представлено изменение времени завоза новой товарной партии в 

зависимости от параметров 𝛼 и 𝑧. Чем раньше ожидается, что закончится товар на 

складе и чем больше ожидаемая цена на товар, тем и раньше следует назначить 

момент поставки.  

 

Рисунок 4.11 - Изменение времени завоза в зависимости от параметров 𝛼 и 𝑧 

Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

В таблице 4.12 исследуем влияние цены удельных складских издержек еди-

ничного объема товара 𝑝 и удельной прибыли от реализации товара прибыли 𝑧 на 

время завоза новой товарной партии 𝑡∗. Пусть в данном примере прогнозируемое 

время обнуления запаса товара 𝛼 = 10 дней, а случайная величина ∆𝑡 описыва-

ется треугольным законом распределения распределена с параметрами 𝑎 = −2, 𝑏 =

7, 𝑐 = 2. Расчеты представлены в таблице 4.12. 
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Таблица 4.12 - Расчет времени завоза новой товарной партии в зависимости от 

параметров p и z. 

𝒛 

𝒑 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

5 9,55 8,79 8,33 8,00 7,74 7,52 7,33 7,16 7,01 6,87 

10 10,19 9,55 9,12 8,79 8,54 8,33 8,15 8,00 7,87 7,74 

15 10,50 9,94 9,55 9,25 9,00 8,79 8,62 8,46 8,33 8,21 

20 10,69 10,19 9,83 9,55 9,32 9,12 8,94 8,79 8,66 8,54 

25 10,82 10,37 10,04 9,77 9,55 9,36 9,19 9,05 8,91 8,79 

30 10,92 10,50 10,19 9,94 9,73 9,55 9,39 9,25 9,12 9,00 

35 11,00 10,61 10,31 10,08 9,88 9,70 9,55 9,41 9,29 9,17 

40 11,06 10,69 10,42 10,19 10,00 9,83 9,68 9,55 9,43 9,32 

45 11,12 10,76 10,50 10,29 10,10 9,94 9,80 9,67 9,55 9,44 

50 11,16 10,82 10,57 10,37 10,19 10,04 9,90 9,77 9,66 9,55 

* Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 

 

На рисунке 4.12, полученном с помощью функции num6() на языке MATLAB 

(Приложение У), представлено изменение времени завоза новой товарной партии в 

зависимости от параметров 𝑝 и 𝑧 . Чем меньше ожидаемая цена на товар и чем 

больше цена за хранение, тем и позже следует назначить момент поставки.  

 

Рисунок 4.12 - Изменение времени завоза в зависимости от параметров 𝑝 и 𝑧 

Источник: составлено автором на основе расчетов в программе Matlab 
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Таким образом, можно сделать вывод, что разработанные в главе 1 модель 

оптимизации момента поставки с учетом неопределенности времени поставки, яв-

ляется актуальной. Из полученной формулы (4.2) и из рисунков 4.7-4.12 видно, что 

зависимость оптимального момента поставки от таких параметров, как прогнози-

руемое время обнуления запаса товара на складе, цены удельных складских издер-

жек единичного объема товара и удельной прибыли от реализации товара не явля-

ется линейной, а значит, не могла быть получена без проведения исследования от-

раженного во второй главе данной диссертации. 

  



171 

 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 

Использование математического моделирования в системах управления за-

пасами позволяет повысить уровень эффективности компании, но на сегодняшний 

день в России лишь некоторые крупные компании используют в практической де-

ятельности оптимизационными методы и применят стохастическое моделирование 

в условиях неопределенности спроса и времени поставки при принятии управлен-

ческих операционных решений. 

В ходе диссертационного исследования, проанализировав существующие ме-

тоды моделирования систем управления запасами, было выявлено, что у большин-

ства рассматриваемых моделей поиск решения проводился не аналитическими, а 

численными методами и почти во всех исследованиях случайные характеристики 

моделей представлены равномерным или нормальным законами распределения, 

что часто не адекватно отражает реальную ситуацию. В диссертации рассмотрены 

актуальные постановки задач стохастического моделирования для минимизации 

издержек в системах управления запасами, учитывающие основные источники не-

определенности в этой сфере, а именно, неопределенность спроса и неопределен-

ность времени поставки.  

Разработана модель, основанная на минимизации рисков дополнительных из-

держек хранения излишков продукции на складе и дефицита продукции, позволяет 

найти оптимальный момент поставки с учетом неопределенности спроса. В пред-

положении, что неопределенность спроса определяется некоторой случайной вели-

чиной, распределенной по треугольному закону распределения, оптимизационная 

задача, лежащая в основе данной модели, имеет аналитическое решение, которое 

получена автором и представлено в данной работе. 

Разработана модель, так же, как и первая, основана на минимизации рисков 

дополнительных издержек хранения излишков продукции на складе и дефицита 



172 

 

 

 

продукции, позволяет найти оптимальный момент поставки с учетом неопределен-

ности времени поставки. Как и в первой модели, при предположении, что случай-

ная величина отклонений во времени поставки распределена по треугольному за-

кону, оптимизационная задача была решена автором аналитически.  

В главе 2 представлены также модели оптимизации времени назначения по-

ставки, которые ориентированы на учет рисков выплат неустоек в виде штрафов 

или пеня за нарушение договорных обязательств поставок. Следует отметить акту-

альность представленных моделей в связи с имеющей место тенденцией ужесточе-

ния договорных условий при работе с торговыми сетями. Представлены аналити-

ческие решения оптимизационных задач определения моментов назначения по-

ставки в предположении о треугольном распределении случайных отклонений фак-

тического времени поставки от договорного. 

В диссертации автором разработана модель, основанная на минимизации 

рисков дополнительных издержек хранения излишков продукции на складе и де-

фицита продукции, которая позволяет найти оптимальный объем поставки с уче-

том неопределенности спроса, исходя из критерия минимума возникающих допол-

нительных издержек хранения и дефицита. Автором получено аналитическое ре-

шение данной оптимизационной задачи в предположении треугольного распреде-

ления отклонений фактического спроса от прогнозируемого. 

В третьей главе диссертационного исследования автор представил модель 

минимизации рисков дополнительных издержек хранения излишков продукции на 

складе и дефицита продукции, которая позволяет найти оптимальный объем по-

ставки с учетом неопределенности времени поставки. Как и в предыдущих моделях 

автором получено аналитическое решение оптимизационной задачи определения 

объема заказа в предположении о треугольном распределении случайных величин 

отклонений в сроках поставки. 

В третьей главе диссертации представлены, разработанные автором модели, 

учитывающие риски потери клиентов в результате неудовлетворенности спроса, 
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как для товаров с длительными сроками хранения, так и для товаров с ограничен-

ными сроками хранения. Представлено аналитическое решение оптимизационных 

задач для случая треугольных распределений. 

Использование треугольных законов распределения является общепризнан-

ной практикой, что, как обосновано в диссертационном исследовании, позволяет 

воспользоваться результатами оптимизационного моделирования и при отсутствии 

статистических данных, а для определения параметров распределения использо-

вать, например, оценки экспертов. 

Разработанные в диссертации системы оптимизационных моделей могут 

быть полезны для построения научно обоснованной бизнес-стратегии управления 

товарными запасами торгового или производственного предприятия. Они могут со-

ставлять основу информационных систем поддержки принятия решений управле-

ния запасами. Практическое использование разработанных моделей позволит сни-

зить общие издержки за счет оптимизации параметров системы управления запа-

сами, тем самым увеличить прибыль торговых и производственных компаний, что 

в свою очередь ведет к повышению их конкурентоспособности.  

В качестве дальнейших научных исследований в этом направлении планиру-

ется рассмотрение модели, основанную на минимизации рисков дополнительных 

издержек хранения излишков продукции на складе и дефицита продукции, позво-

ляющую найти оптимальный момент поставки или оптимальный объем поставки с 

учетом одновременной неопределенности спроса и времени поставки, где неопре-

деленность спроса и времени поставки определяются некоторыми случайными ве-

личинами, распределенными как по треугольному закону распределения, так и с 

учетом иных практически важных законов распределения. 
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Приложение А 

(обязательное) 

 

Обоснование формулы (2.41) 

𝐹𝐷1(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+∫
𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼) ∙

𝑏

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(∫𝑎(𝛼 − 𝑡∗) ∙

𝑐

𝑎

 

 

∙ 𝑑Δ𝑡 + ∫(𝑡∗ −

𝑐

𝑎

𝛼 − 𝑎)Δ𝑡 𝑑Δ𝑡 + ∫Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

)+
1

(𝑏 − 𝑐)
(∫𝑏(𝑡∗ − 𝛼)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

+ 

 

+∫(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏) ∙

𝑏

𝑐

Δ𝑡 𝑑Δ𝑡 − ∫Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝛼 − 𝑡∗) ∙ 

 

∙ Δ𝑡|𝑎
𝑐 + 

1

2
(𝑡∗ − 𝛼 − 𝑎)Δ𝑡2|𝑎

𝑐 +
1

3
Δ𝑡3|𝑎

𝑐) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏(𝑡∗ − 𝛼)Δ𝑡|𝑐

𝑏 +
1

2
(𝛼 − 

 

−𝑡∗ + 𝑏)Δ𝑡2|𝑐
𝑏 −

1

3
Δ𝑡3|𝑐

𝑏)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝛼 − 𝑎𝑡∗)(𝑐 − 𝑎) +

1

2
(𝑡∗ − 

 

−𝛼 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎) +
1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2)) +

1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝑡∗ − 𝑏𝛼) ∙ 
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∙ (𝑏 − 𝑐) +
1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) −

1

3
(𝑏 − 𝑐)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2))] = 

 

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[𝑎𝛼 − 𝑎𝑡∗ −

1

2
𝑐𝛼 −

1

2
𝑎𝛼 +

1

2
𝑡∗𝑐 +

1

2
𝑡∗𝑎 −

1

2
𝑎𝑐 −

1

2
𝑎2 +

1

3
𝑐2 + 

 

+
1

3
𝑎𝑐 +

1

3
𝑎2 − 𝑏𝛼 + 𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑏𝛼 +

1

2
𝑐𝛼 −

1

2
𝑡∗𝑏 −

1

2
𝑡∗𝑐 +

1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑐 − 

 

−
1

3
𝑏2 −

1

3
𝑏𝑐 −

1

3
𝑐2] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[−
1

2
𝑏𝛼 +

1

2
𝑎𝛼 −

1

2
𝑎𝑡∗ +

1

2
𝑏𝑡∗ −

1

6
𝑎𝑐 + 

 

+
1

6
𝑏𝑐 −

1

6
𝑎2 +

1

6
𝑏2] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝛼(𝑎 − 𝑏) +

1

2
𝑡∗(𝑏 − 𝑎) +

1

6
𝑐(𝑏 − 𝑎) + 

 

+
1

6
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

1

6
(𝑏 − 𝑎)(3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼) = 

 

=
𝐾1
3
(3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼). 
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Приложение Б 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.42) 

 

𝐹𝐷2(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼−𝑡∗

+∫
𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼) ∙

𝑏

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫ (𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼−𝑡∗

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
( ∫ 𝑎(𝛼 − 𝑡∗) ∙

𝑐

𝛼−𝑡∗

 

 

∙ 𝑑Δ𝑡 + ∫ (𝑡∗ − 𝛼 − 𝑎)Δ𝑡 𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼−𝑡∗

+ ∫ Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑐

𝛼−𝑡∗

) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(∫𝑏(𝑡∗ − 𝛼)

𝑏

𝑐

∙ 

 

∙ 𝑑Δ𝑡 + ∫(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)Δ𝑡 𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

−∫Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝛼 − 𝑡∗) ∙ 

 

∙ Δ𝑡|𝛼−𝑡∗
𝑐 +

1

2
(𝑡∗ − 𝛼 − 𝑎)Δ𝑡2|𝛼−𝑡∗

𝑐 +
1

3
Δ𝑡3|𝛼−𝑡∗

𝑐 ) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏(𝑡∗ − 𝛼)Δ𝑡|𝑐

𝑏 + 

 

+
1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)Δ𝑡2|𝑐

𝑏 −
1

3
Δ𝑡3|𝑐

𝑏)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝛼 − 𝑎𝑡∗)(𝑐 − 𝛼 + 

 

+𝑡∗) +
1

2
(𝑡∗ − 𝛼 − 𝑎)(с2 − 𝛼2 + 2𝛼𝑡∗ − 𝑡∗2) +

1

3
𝑐3 −

1

3
𝛼3 + 𝛼2𝑡∗ − 𝛼𝑡∗2 + 
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+
1

3
𝑡∗3) +

1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝑡∗ − 𝑏𝛼)(𝑏 − 𝑐) +

1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) −

1

3
∙ 

 

∙ (𝑏 − 𝑐)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎с𝛼 − 𝑎𝛼2 + 𝑎𝑡∗𝛼 − 𝑎с𝑡∗ + 

 

+𝑎𝑡∗𝛼 − 𝑎𝑡∗2 +
1

2
𝑡∗с2 −

1

2
𝑡∗𝛼2 + 𝛼𝑡∗2 −

1

2
𝑡∗3 −

1

2
с2𝛼 +

1

2
𝛼3 − 𝛼2𝑡∗ + 

 

+
1

2
𝑡∗2𝛼 −

1

2
𝑎с2 +

1

2
𝑎𝛼2 − 𝑎𝛼𝑡∗ +

1

2
𝑎𝑡∗2 +

1

3
𝑐3 −

1

3
𝛼3 + 𝛼2𝑡∗ − 𝛼𝑡∗2 + 

 

+
1

3
𝑡∗3) − 𝑏𝛼 + 𝑏𝑡∗ +

1

2
𝑏𝛼 +

1

2
𝑐𝛼 −

1

2
𝑡∗𝑏 −

1

2
𝑡∗𝑐 +

1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑐 −

1

3
𝑏2 − 

 

−
1

3
𝑏𝑐 −

1

3
𝑐2] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝛼3 −

1

2
(𝑎 + 𝑡∗)𝛼2 + (

1

2
𝑡∗2 + 𝑎𝑡∗ + 

 

+𝑎𝑐 −
1

2
𝑐2)𝛼 −

1

6
𝑡∗3 −

1

2
𝑡∗2𝑎 − 𝑎𝑐𝑡∗ +

1

2
𝑡∗𝑐2 −

1

2
𝑎𝑐2 +

1

3
𝑐3) +

1

6
(𝑏 − 

 

−𝑐)(3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝛼3 + (−

1

2
𝑎 −

1

3
𝑡∗ −

1

6
𝑡∗ + 

 

+
1

3
𝑐 −

1

3
𝑐)𝛼2 + (

1

3
𝑡∗2 +

1

6
𝑡∗2 + 𝑎𝑡∗ + 𝑎𝑐 −

2

3
𝑐2 +

1

6
𝑐2 −

2

3
𝑐𝑡∗ +

1

3
𝑐𝑡∗ + 

 

+
1

3
𝑐𝑡∗) 𝛼 −

1

6
(𝑡∗3 + 3𝑡∗2𝑎 + 6𝑎𝑐𝑡∗ − 3𝑡∗𝑐2 + 3𝑎𝑐2 + 2𝑐3)) +

1

6
(𝑏 − 𝑐) ∙ 

 

∙ (3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝛼3 −

1

3
(𝑡∗ + 𝑐)𝛼2 −

1

6
(𝑡∗ + 
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+3𝑎 − 2𝑐)𝛼2 +
1

3
(𝑡∗ + 𝑐)(𝑡∗ + 3𝑎 − 2𝑐)𝛼 +

1

6
(𝑡∗ + 𝑐)2𝛼 −

1

6
(𝑡∗ + 𝑐)2 ∙ 

 

∙ (𝑡∗ + 3𝑎 − 2𝑐)) +
1

6
(𝑏 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
∙ 

 

(𝛼3 − 2(𝑡∗ + 𝑐)𝛼2 + (𝑡∗ + 𝑐)2𝛼) −
1

6
((𝑡∗ + 3𝑎 − 2𝑐)𝛼2 − 2(𝑡∗ + 𝑐)(𝑡∗ + 

 

+3𝑎 − 2𝑐)𝛼 + (𝑡∗ + 𝑐)2(𝑡∗ + 3𝑎 − 2𝑐))) +
1

6
(𝑏 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼)] = 

 

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(
1

6
𝛼(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐)2 −

1

6
(𝑡∗ + 3𝑎 − 2𝑐)(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐)2) +

1

6
∙ 

 

∙ (𝑏 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼)] =
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐)2(𝛼 − 𝑡∗ − 

 

−3𝑎 + 2𝑐) + (𝑏 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑏 + 2𝑐 − 3𝛼)]. 
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Приложение В 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.43) 

 

𝐹𝐷3(𝑡
∗) = ∫

𝑄

𝛼0
𝑧

⏟
𝐾1

(𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)

𝑏

𝛼−𝑡∗

2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

∙ 

 

∙ ∫ (𝑡∗ + Δ𝑡 − 𝛼)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝛼−𝑡∗

=
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[ ∫ 𝑏(𝑡∗ − 𝛼)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝛼−𝑡∗

+ 

 

+ ∫ (𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)Δ𝑡 𝑑Δ𝑡

𝑏

𝛼−𝑡∗

− ∫ Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑏

𝛼−𝑡∗

] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[𝑏(𝑡∗ − 𝛼) ∙ 

 

∙ Δ𝑡|𝛼−𝑡∗
𝑏 +

1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)Δ𝑡2|𝛼−𝑡∗

𝑏 −
1

3
Δ𝑡3|𝛼−𝑡∗

𝑏 ] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[(𝑏𝑡∗ − 

 

−𝑏𝛼)(𝑏 − 𝛼 + 𝑡∗) +
1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)(𝑏2 − 𝛼2 + 2𝛼𝑡∗ − 𝑡∗2) −

1

3
(𝑏3 − 𝛼3 + 

 

+3𝛼2𝑡∗ − 3𝛼𝑡∗2 + 𝑡∗3)] =
2𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
[𝑏2𝑡∗ − 𝑏𝑡∗𝛼 + 𝑏𝑡∗2 − 𝑏2𝛼 + 

 

+𝑏𝛼2 − 𝑏𝑡∗𝛼 +
1

2
𝑏2𝛼 −

1

2
𝛼3 + 𝑡∗𝛼2 −

1

2
𝑡∗2𝛼 −

1

2
𝑡∗𝑏2 +

1

2
𝑡∗𝛼2 − 𝑡∗2𝛼 + 

 

+
1

2
𝑡∗3 +

1

2
𝑏3 −

1

2
𝑏𝛼2 + 𝑏𝑡∗𝛼 −

1

2
𝑏𝑡∗2 −

1

3
𝑏3 +

1

3
𝛼3 − 𝑡∗𝛼2 + 𝑡∗2𝛼 − 
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−
1

3
𝑡∗3] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

[−
1

6
𝛼3 +

1

2
(𝑡∗ + 𝑏)𝛼2 + (−

1

2
𝑏2 − 𝑏𝑡∗ −

1

2
𝑡∗2) ∙ 

 

∙ 𝛼 +
1

6
(𝑡∗3 + 3𝑏𝑡∗2 + 3𝑏2𝑡∗ + 𝑏3)] =

2𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

[−
1

6
𝛼3 +

1

2
(𝑡∗ + 𝑏) ∙ 

 

∙ 𝛼2 −
1

2
(𝑡∗ + 𝑏)2𝛼 +

1

6
(𝑡∗ + 𝑏)3] =

−𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑏)3. 
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Приложение Г 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.47) 

 

𝐹𝐼2(𝑡
∗) = ∫ 𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑎

=
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ ∫ (𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)

𝛼−𝑡∗

𝑎

(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡 =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∙ [ ∫ 𝑎(𝑡∗ − 𝛼)𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑎

+ 

 

+ ∫ (𝛼 − 𝑡∗ + 𝑎)

𝛼−𝑡∗

𝑎

Δ𝑡𝑑Δ𝑡 − ∫ Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑎

] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
[𝑎(𝑡∗ − 𝛼) ∙ 

 

∙ Δ𝑡|𝑎
𝛼−𝑡∗ +

1

2
(𝛼 − 𝑡∗ ++ 𝑎)Δ𝑡2|𝑎

𝛼−𝑡∗ −
1

3
Δ𝑡3|𝑎

𝛼−𝑡∗] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
[(𝑎𝑡∗ − 

 

−𝑎𝛼)(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑎) +
1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑎)(𝛼2 − 2𝑡∗𝛼 + 𝑡∗2 − 𝑎2) −

1

3
𝛼3 + 𝑡∗𝛼2 − 

 

−𝑡∗2𝛼 +
1

3
𝑡∗3 +

1

3
𝑎3] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[𝑎𝑡∗𝛼 − 𝑎𝑡∗2 − 𝑎2𝑡∗ − 𝑎𝛼2 + 

 

+𝑎𝑡∗𝛼 + 𝑎2𝛼 +
1

2
𝛼3 − 𝑡∗𝛼2 +

1

2
𝑡∗2𝛼 −

1

2
𝑎2𝛼 −

1

2
𝑡∗𝛼2 + 𝑡∗2𝛼 −

1

2
𝑡∗3 + 

 

+
1

2
𝑎2𝑡∗ +

1

2
𝑎𝛼2 − 𝑎𝑡∗𝛼 +

1

2
𝑎𝑡∗2 −

1

2
𝑎3 −

1

3
𝛼3 + 𝑡∗𝛼2 − 𝑡∗2𝛼 +

1

3
𝑡∗3 + 

 

+
1

3
𝑎3] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[
1

6
𝛼3 + (−

1

2
𝑎 −

1

2
𝑡∗) 𝛼2 + (

1

2
𝑎2 + 𝑎𝑡∗ +

1

2
𝑡∗2) ∙ 
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∙ 𝛼 −
1

2
𝑎𝑡∗2 −

1

2
𝑎2𝑡∗ −

1

6
𝑡∗3 −

1

6
𝑎3] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

[
1

6
𝛼3 −

1

2
(𝑎 + 𝑡∗) ∙ 

 

∙ 𝛼2 +
1

2
(𝑎 + 𝑡∗)2𝛼 −

1

6
(𝑎 + 𝑡∗)3] =

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)3. 
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Приложение Д 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.48) 

 

𝐹𝐼3(𝑡
∗) = ∫𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑝𝑄⏟
𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡) ∙

𝛼−𝑡∗

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫ (𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑐

] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(∫𝑎(𝑡∗ − 𝛼)

𝑐

𝑎

∙ 

 

∙ 𝑑Δ𝑡 + ∫(𝛼 −

𝑐

𝑎

𝑡∗+𝑎)Δ𝑡 𝑑Δ𝑡 − ∫Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

) +
1

(𝑏 − 𝑐)
( ∫ 𝑏(𝛼 − 𝑡∗)𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑐

+ 

 

+ ∫ (−𝛼 + 𝑡∗ − 𝑏)

𝛼−𝑡∗

𝑐

Δ𝑡 𝑑Δ𝑡 + ∫ Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝛼−𝑡∗

𝑐

)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝑡∗ − 𝛼) ∙ 

 

∙ Δ𝑡|𝑎
𝑐 +

1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑎)Δ𝑡2|𝑎

𝑐 −
1

3
Δ𝑡3|𝑎

𝑐) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏(𝛼 − 𝑡∗)Δ𝑡|𝑐

𝛼−𝑡∗ −
1

2
(𝛼 − 

 

−𝑡∗ + 𝑎)Δ𝑡2|𝑐
𝛼−𝑡∗ +

1

3
Δ𝑡3|𝑐

𝛼−𝑡∗)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝑡∗ − 𝑎𝛼)(𝑐 − 𝑎) + 

 

+
1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎) −

1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2)) +

1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝛼 − 
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−𝑏𝑡∗)(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐) −
1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)(𝛼2 − 2𝑡∗𝛼 + +𝑡∗2 − 𝑐2) +

1

3
𝛼3 − 

 

−𝑡∗𝛼2 + 𝑡∗2𝛼 −
1

3
𝑡∗3 −

1

3
𝑐3)] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[𝑎𝑡∗ − 𝑎𝛼 +
1

2
𝑐𝛼 +

1

2
𝑎𝛼 −

1

2
𝑡∗𝑐 − 

 

−
1

2
𝑡∗𝑎 +

1

2
𝑎𝑐 +

1

2
𝑎2 −

1

3
𝑐2 −

1

3
𝑎𝑐 −

1

3
𝑎2 +

1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏𝛼2 − 𝑏𝑡∗𝛼 − 𝑏𝑐𝛼 − 

 

−𝑏𝑡∗𝛼 + 𝑡∗2𝑏 + 𝑏𝑐𝑡∗ −
1

2
𝛼3 + 𝑡∗𝛼2 −

1

2
𝑡∗2𝛼 +

1

2
𝑐2𝛼 +

1

2
𝑡∗𝛼2 − 𝑡∗2𝛼 + 

 

+
1

2
𝑡∗3 − 

1

2
𝑡∗𝑐2 −

1

2
𝑏𝛼2 + 𝑏𝑡∗𝛼 −

1

2
𝑡∗2𝑏 + +

1

2
𝑏𝑐2 +

1

3
𝛼3 − 𝑡∗𝛼2 + 𝑡∗2𝛼 − 

 

−
1

3
𝑡∗3 −

1

3
𝑐3)] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
(𝑐 − 𝑎)𝛼 +

1

6
(𝑎 − с)(3𝑡∗ + 𝑎 + 2𝑐) +

1

(𝑏 − 𝑐)
∙ 

 

∙ (−
1

6
𝛼3 + (

1

2
𝑏 +

1

2
𝑡∗) 𝛼2 + (−

1

2
𝑡∗2 − 𝑏𝑡∗ − 𝑏𝑐 +

1

2
𝑐2)𝛼 +

1

6
𝑡∗3 + 

 

+
1

2
𝑡∗2𝑏 + 𝑏𝑐𝑡∗ −

1

2
𝑡∗𝑐2 +

1

2
𝑏𝑐2 −

1

3
𝑐3) ] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

6
(𝑎 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑎 + 

 

+2𝑐 − 3𝛼) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(−

1

6
𝛼3 + (

1

2
𝑏 +

1

3
𝑡∗ +

1

6
𝑡∗ +

1

3
𝑐 −

1

3
𝑐)𝛼2 + 

 

+(−
1

2
𝑡∗2 −

1

2
𝑡∗𝑐 +

1

2
𝑡∗𝑐 − 𝑏𝑡∗ − 𝑏𝑐 +

1

2
𝑐2)𝛼 +

1

6
(𝑡∗ + 𝑐)2(𝑡∗ + 3𝑏 − 

 

−2𝑐))] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[
1

6
(𝑎 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑎 + +2𝑐 − 3𝛼) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(−

1

6
𝛼3 +

1

3
∙ 
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∙ (𝑡∗ + 𝑐)𝛼2 +
1

6
(𝑡∗ + 3𝑏 − 2𝑐)𝛼2 −

1

3
(𝑡∗ + 𝑐)(𝑡∗ + 3𝑏 − 2𝑐)𝛼 −

1

6
(𝑡∗ + 

 

+с)2𝛼 +
1

6
(𝑡∗ + 𝑐)2(𝑡∗ + 3𝑏 − 2𝑐) ) ] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

6
(𝑎 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑎 +2с − 

 

−3𝛼) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(
1

6
(𝑡∗ + 𝑐)2 −

1

3
(𝑡∗ + 𝑐)𝛼 +

1

6
𝛼2) (𝑡∗ + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝛼)] = 

 

=
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[
1

6
(𝑎 − 𝑐)(3𝑡∗ + 𝑎 + 2𝑐 − 3𝛼) +

1

6(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ + 𝑐 − 𝛼)2(𝑡∗ + 3𝑏 − 

 

−2𝑐 − 𝛼)]. 
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Приложение Е 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.49) 

 

𝐹𝐼4(𝑡
∗) = ∫𝑝𝑄⏟

𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)
2(Δ𝑡 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+∫𝑝𝑄⏟
𝐾2

(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡) ∙

𝑏

𝑐

 

 

∙
2(b − Δ𝑡)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
𝑑Δ𝑡 =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
∫(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(Δ𝑡 − 𝑎)𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

+ 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
∫(𝛼 − 𝑡∗ − Δ𝑡)(b − Δ𝑡)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(∫𝑎(𝑡∗ − 𝛼) ∙

𝑐

𝑎

 

 

∙ 𝑑Δ𝑡 + ∫(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑎)

𝑐

𝑎

Δ𝑡 𝑑Δ𝑡 − ∫Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑐

𝑎

)+
1

(𝑏 − 𝑐)
(∫𝑏(𝛼 − 𝑡∗)𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

+ 

 

+∫(−𝛼 + 𝑡∗ − 𝑏) ∙

𝑏

𝑐

Δ𝑡 𝑑Δ𝑡 + ∫Δ𝑡2 𝑑Δ𝑡

𝑏

𝑐

)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
(𝑎(𝑡∗ − 𝛼) ∙ 

 

∙ Δ𝑡|𝑎
𝑐 +

1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑎)Δ𝑡2|𝑎

𝑐 −
1

3
Δ𝑡3|𝑎

𝑐) +
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑏(𝛼 − 𝑡∗)Δ𝑡|𝑐

𝑏 −
1

2
(𝛼 − 

 

−𝑡∗ + 𝑎)Δ𝑡2|𝑐
𝑏 +

1

3
Δ𝑡3|𝑐

𝑏) ] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[

1

(𝑐 − 𝑎)
((𝑎𝑡∗ − 𝑎𝛼)(𝑐 − 𝑎) +

1

2
(𝛼 − 

 

−𝑡∗ + 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(с + 𝑎) −
1

3
(𝑐 − 𝑎)(𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎2)) +

1

(𝑏 − 𝑐)
((𝑏𝛼 − 𝑏𝑡∗) ∙ 
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∙ (𝑏 − 𝑐) −
1

2
(𝛼 − 𝑡∗ + 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐) +

1

3
(𝑏 − 𝑐)(𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2)) ] = 

 

=
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)
[𝑎𝑡∗ − 𝑎𝛼 +

1

2
𝑐𝛼 +

1

2
𝑎𝛼 −

1

2
𝑡∗𝑐 −

1

2
𝑡∗𝑎 +

1

2
𝑎𝑐 +

1

2
𝑎2 −

1

3
𝑐2 − 

 

−
1

3
𝑎𝑐 −

1

3
𝑎2 + 𝑏𝛼 − 𝑏𝑡∗ −

1

2
𝑏𝛼 −

1

2
𝑐𝛼 +

1

2
𝑡∗𝑏 +

1

2
𝑡∗𝑐 −

1

2
𝑏2 −

1

2
𝑏𝑐 + 

 

1

3
𝑏2 +

1

3
𝑏𝑐 +

1

3
𝑐2] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝑏𝛼 −

1

2
𝑎𝛼 +

1

2
𝑎𝑡∗ − 

1

2
𝑏𝑡∗ +

1

6
𝑎𝑐 −

1

6
𝑏𝑐 + 

 

+
1

6
𝑎2−

1

6
𝑏2] =

2𝐾2
(𝑏 − 𝑎)

[
1

2
𝛼(𝑏 − 𝑎) +

1

2
𝑡∗(𝑎 − 𝑏) + 

1

6
𝑐(𝑎 − 𝑏) +

1

6
(𝑎 − 

 

−𝑏)(𝑎 + 𝑏)] =
2𝐾2

(𝑏 − 𝑎)

1

6
(𝑎 − 𝑏)(3𝑡∗ + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 3𝛼) = 

 

=
𝐾2
3
(3𝛼 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝑡∗). 
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Приложение И 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.54) 

 

𝜕𝐹2(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

[
1

(𝑐 − 𝑎)
(−2)(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐)(𝛼 − 𝑡∗ − 3𝑎 + 2𝑐) −

1

(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (𝛼 − 𝑡∗ − 𝑐)2 + 3(𝑏 − 𝑐)] −
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
3(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 = 

 

= −
𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

2

3
(𝛼2 − 2𝛼𝑡∗ + 𝑐𝛼 −3𝑎𝛼 + 𝑡∗2 − 𝑐𝑡∗ − 2𝑐2 + 3𝑎𝑐 + 

 

+3𝑎𝑡∗) −
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼2 − 2𝑐𝛼 − 2𝑡∗𝛼 + 2𝑐𝑡∗ + 𝑐2 + 𝑡∗2) +

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

∙ 

 

∙ (𝑏 − 𝑐) −
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼2 − 2𝑎𝛼 − 2𝑡∗𝛼 + 2𝑎𝑡∗ + 𝑎2 + 𝑡∗2) = 

 

= −
𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼2 − 2𝑡∗𝛼 − 𝑐2 + 𝑡∗2 − 2𝑎𝛼 + 2𝑎𝑐 + 2𝑎𝑡∗ + 𝑎2 − 

 

−𝑎2) +
𝐾1

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑐) −

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝛼2 − 2𝑎𝛼 − 2𝑡∗𝛼 + 2𝑎𝑡∗ + 𝑎2 + 

 

+𝑡∗2) = −
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼2 − 2𝑎𝛼 − 2𝑡∗𝛼 + 𝑎2 + 2𝑎𝑡∗ + 𝑡∗2) + 

 

+
𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝑎2 − 2𝑎𝑐 + 𝑐2) +

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑐) = −
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∙ 
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∙ (𝛼2 − 2𝛼(𝑎 + 𝑡∗) + (𝑎 + 𝑡∗)2) +
𝐾1𝑐 − 𝐾1𝑎 + 𝐾1𝑏 − 𝐾1𝑐

(𝑏 − 𝑎)
= 

 

= −
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
(𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 +

𝐾1(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)
= −

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
∙ 

 

∙ (𝛼 − 𝑎 − 𝑡∗)2 + 𝐾1. 
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Приложение К 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.56) 

 

𝐹2(𝑡2
∗ ) =

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝛼 − 𝑐 − 𝛼 + 𝑎 + √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)

2

(𝛼 − 

 

−3𝑎 + 2𝑐 − 𝛼 + 𝑎 + √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)
(3𝛼 − 3𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 − 

 

−3𝛼 − 3√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝛼 − 𝑎 − 𝛼 + 𝑎 + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
)

3

=
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)
((𝑎 − 𝑐)2 + 2(𝑎 − 𝑐) ∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) (−2𝑎 + 2𝑐 + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑏 ∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝐾1 + 𝐾2)
∙ 
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∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
=

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

∙ 

 

∙ ((𝑐 − 𝑎)2 − 2(𝑐 − 𝑎)√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) (2(𝑐 − 𝑎) + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
(2(𝑐 − 𝑎) + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 −2𝑐2 − 

 

−3𝑏√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

((𝑐 − 𝑎) − 2√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) ∙ 

 

∙ (2(𝑐 − 𝑎) + √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
((2(𝑐 − 𝑎) + 

 

+√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 +3𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑏 ∙ 
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∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) =

𝐾1𝐾2
3(𝐾1 + 𝐾2)

∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(2(𝑐 − 𝑎)2 − 3(𝑐 − 𝑎)√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 

 

−2
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

2𝐾1
2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)
 (𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 3𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3(𝑐 − 𝑏)√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 

 

=
(𝐾1𝐾2 + 𝐾1

2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾1

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(2𝑐2 − 4𝑎𝑐 + 

 

+2𝑎2 − 3𝑐√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑎√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 𝑏2 + 𝑏𝑐 − 3𝑎𝑏 + 

 

+3𝑎𝑐 − 2𝑐2 + 3𝑐√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 3𝑏√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

2𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

∙ 

 

∙
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾1(𝐾1 + 𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾1

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
− 
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−
2𝐾1

2(𝑐 − 𝑎)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1(𝑏 − 𝑎)𝑐

3(𝑏 − 𝑎)
+
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(−3)

3(𝑏 − 𝑎)
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾1

3(𝑏 − 𝑎)
(2𝑎2 − 3𝑎𝑏 + 𝑏2) =

𝐾1
3
√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1𝑐

3
− 

 

−𝐾1√
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 2𝑎) = −
2𝐾1
3
∙ 

 

∙ √
𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾1𝑐

3
+
𝐾1𝑏

3
−
2𝐾1𝑎

3
= 

 

=
𝐾1
3
(𝑏 + 𝑐 − 2𝑎 − 2√

𝐾1(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)

(𝐾1 + 𝐾2)
). 
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Приложение Л 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.58) 

 

𝜕𝐹3(𝑡
∗)

𝜕𝑡∗
=

𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝛼 − 𝑡∗ − 𝑏)2 +
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
[3(𝑎 − 𝑐) +

1

(𝑏 − 𝑐)
2 ∙ 

 

∙ (𝑡∗ + 𝑐 − 𝛼)(𝑡∗ +3𝑏 − 2𝑐 − 𝛼)+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑡∗ + 𝑐 − 𝛼)2] =

𝐾1
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

∙ 

 

∙ (𝛼2 − 2𝑏𝛼 − 2𝑡∗𝛼 + 𝑏2 + 2𝑏𝑡∗ + 𝑡∗2) +
𝐾2(𝑎 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)
+

2𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

∙ 

 

∙ (𝑡∗2 + 3𝑡∗𝑏 − −2𝑡∗𝑐 − 𝑡∗𝛼 + 𝑡∗𝑐 + 3𝑏𝑐 − 2𝑐2 − 𝑐𝛼 − 𝑡∗𝛼 − 3𝑏𝛼 + 2𝑐𝛼 + 

 

+𝛼2) +
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼2 − 𝑐𝛼 − 𝑡∗𝛼 − 𝑐𝛼 + 𝑐2 + 𝑡∗𝑐 − 𝑡∗𝛼 + 𝑡∗𝑐 + 

 

+𝑡∗2) =
𝐾1

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼2 − 2𝑏𝛼 − 2𝑡∗𝛼 + 𝑏2 + 2𝑏𝑡∗ + 𝑡∗2) + 

 

+
𝐾2(𝑎 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)
+

𝐾2
(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼2 + 2𝑏𝑡∗ − 2𝑡∗𝛼 + 2𝑏𝑐 − 𝑐2 − 2𝑏𝛼 + 𝑡∗2 + 

 

+𝑏2−𝑏2) =
(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼2 − 2𝛼(𝑏 + 𝑡∗) + (𝑏 + 𝑡∗)2) +

𝐾2(𝑎 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)
− 

 

−
𝐾2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝑏 − 𝑐)2 =

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗)2 + 

 



208 

 

 

 

+
𝐾2𝑎 − 𝐾2𝑐 − 𝐾2𝑏 + 𝐾2𝑐

(𝑏 − 𝑎)
=

(𝐾1 + 𝐾2)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
(𝛼 − 𝑏 − 𝑡∗)2 − 𝐾2. 
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Приложение М 

(обязательное) 

Обоснование формулы (2.60) 

 

𝐹3(𝑡2
∗) =

−𝐾1
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝛼 − 𝛼 + 𝑏 − √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 𝑏)

3

+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
[(𝑎 − 𝑐)(3𝛼 − 3𝑏 + 3√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 𝑎 + 2𝑐 − 3𝛼) + 

 

+
1

(𝑏 − 𝑐)
(𝛼 − 𝑏 + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 𝑐 − 𝛼)

2

(𝛼 − 𝑏 + 3𝑏 − 2𝑐 − 𝛼 + 

 

+√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)] =

𝐾1𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
[(𝑎 − 𝑐)(𝑎 + 2𝑐 − 3𝑏 + 3√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

1

(𝑏 − 𝑐)
(𝑐 − 

 

−𝑏 + √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)

2

(2𝑏 − 2𝑐 + √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)] = 

 

=
𝐾1𝐾2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 − 𝑎𝑐 +2𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑎𝑏 + 
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+3𝑏𝑐 + 3(𝑎 − 𝑐)√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

((𝑐 − 𝑏)2 + 2(𝑐 − 

 

−𝑏)√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2(𝑏 − 𝑐) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
(2(𝑏 − 𝑐) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) = 

 

=
𝐾1𝐾2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 

 

+3(𝑎 − 𝑐)√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

((𝑏 − 𝑐) − 2 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
)(2(𝑏 − 𝑐) + √

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

2𝐾2
2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾2

2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾1𝐾2 + 𝐾2

2

3(𝐾1 + 𝐾2)
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
(𝑎2 + 𝑎𝑐 − 2𝑐2 − 3𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3(𝑎 − 𝑐)√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) + 
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+
𝐾2

3(𝑏 − 𝑎)
(2𝑏2 − 4𝑏𝑐 + 2𝑐2 − 3𝑏√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 3𝑐 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
− 2

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) +

2𝐾2
2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾2(𝐾1 + 𝐾2)

3(𝐾1 + 𝐾2)
∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+

𝐾2
3(𝑏 − 𝑎)

(𝑎2 + 𝑎𝑐 − 3𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 + 2𝑏2 + 3(𝑎 − 𝑏) ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
) −

2𝐾2
2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
+
2𝐾2

2(𝑏 − 𝑐)

3(𝐾1 + 𝐾2)
=
𝐾2
3
∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+
𝐾2(𝑎 − 𝑏)𝑐

3(𝑏 − 𝑎)
+
𝐾2(𝑎

2 − 3𝑎𝑏 + 2𝑏2)

3(𝑏 − 𝑎)
− 𝐾2 ∙ 

 

∙ √
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
= −

𝐾2𝑐

3
−
2𝐾2
3
√
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 

 

+
𝐾2(𝑏 − 𝑎)(2𝑏 − 𝑎)

3(𝑏 − 𝑎)
=
𝐾2
3
(−2√

𝐾2(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

(𝐾1 + 𝐾2)
+ 2𝑏 − 𝑎 − 𝑐). 
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Приложение Н 

(обязательное) 

Программный модуль расчета момента поставки с учетом неопределенности 

спроса в зависимости от параметров 𝛼0 и 𝑝 * 

function num1() 

a=-2; 

b=7; 

c=2; 

h1=0.09; 

h2=0.45; 

Alfa(1)=10; 

p(1)=5; 

z=10; 

N=100; 

for i=2:N+1 

    Alfa(i)=Alfa(i-1)+h1; 

    p(i)=p(i-1)+h2; 

end 

for i=1:N+1 

    for j=1:N+1 

        f1=0; 

        f2=0; 

        f1=p(j)*(b+c-2*a-2*sqrt(p(j)*(b-a)*(c-

a)/((z/Alfa(i))+p(j)))); 

        f2=(z/Alfa(i))*(2*b-a-c-2*sqrt((z/Alfa(i))*(b-

a)*(b-c)/((z/Alfa(i))+p(j)))); 

        if f1<f2 

            t(i,j)=a+Alfa(i)+sqrt(p(j)*(b-a)*(c-

a)/((z/Alfa(i))+p(j))); 

        else 
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            t(i,j)=b+Alfa(i)-sqrt((z/Alfa(i))*(b-a)*(b-

c)/((z/Alfa(i))+p(j))); 

        end 

    end 

end 

t 

[X,Y]=meshgrid(p,Alfa); 

mesh(X,Y,t) 

end 

* Источник: составлено автором 
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Приложение П 

(обязательное) 

Программный модуль расчета момента поставки с учетом неопределенности 

спроса в зависимости от параметров 𝛼0 и 𝑧 * 

function num2() 

a=-2; 

b=7; 

c=2; 

h1=0.09; 

h2=0.9; 

Alfa(1)=10; 

p=5; 

z(1)=10; 

N=100; 

for i=2:N+1 

    Alfa(i)=Alfa(i-1)+h1; 

    z(i)=z(i-1)+h2; 

end 

for i=1:N+1 

    for j=1:N+1 

        f1=0; 

        f2=0; 

        f1=p*(b+c-2*a-2*sqrt(p*(b-a)*(c-

a)/((z(j)/Alfa(i))+p))); 

        f2=(z(j)/Alfa(i))*(2*b-a-c-

2*sqrt((z(j)/Alfa(i))*(b-a)*(b-c)/((z(j)/Alfa(i))+p))); 

        if f1<f2 

            t(i,j)=a+Alfa(i)+sqrt(p*(b-a)*(c-

a)/((z(j)/Alfa(i))+p)); 

        else 
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            t(i,j)=b+Alfa(i)-sqrt((z(j)/Alfa(i))*(b-a)*(b-

c)/((z(j)/Alfa(i))+p)); 

        end 

    end 

end 

t 

[X,Y]=meshgrid(z,Alfa); 

mesh(X,Y,t) 

end 

* Источник: составлено автором 

  



216 

 

 

 

Приложение Р 

(обязательное) 

Программный модуль расчета момента поставки с учетом неопределенности 

спроса в зависимости от параметров 𝑝 и 𝑧 * 

function num3() 

a=-2; 

b=7; 

c=2; 

h1=0.45; 

h2=0.9; 

Alfa=10; 

p(1)=5; 

z(1)=10; 

N=100; 

for i=2:N+1 

    z(i)=z(i-1)+h2; 

    p(i)=p(i-1)+h1; 

end 

for i=1:N+1 

    for j=1:N+1 

        f1=0; 

        f2=0; 

        f1=p(i)*(b+c-2*a-2*sqrt(p(i)*(b-a)*(c-

a)/((z(j)/Alfa)+p(i)))); 

        f2=(z(j)/Alfa)*(2*b-a-c-2*sqrt((z(j)/Alfa)*(b-

a)*(b-c)/((z(j)/Alfa)+p(i)))); 

        if f1<f2 

            t(i,j)=a+Alfa+sqrt(p(i)*(b-a)*(c-

a)/((z(j)/Alfa)+p(i))); 

        else 
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            t(i,j)=b+Alfa-sqrt((z(j)/Alfa)*(b-a)*(b-

c)/((z(j)/Alfa)+p(i))); 

        end 

    end 

end 

t 

[X,Y]=meshgrid(z,p); 

mesh(X,Y,t) 

end 

* Источник: составлено автором 
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Приложение С 

(обязательное) 

Программный модуль расчета момента поставки с учетом неопределенности мо-

мента поставки в зависимости от параметров 𝛼 и 𝑝 * 

function num4() 

a=-2; 

b=7; 

c=2; 

h1=0.09; 

h2=0.45; 

Alfa(1)=10; 

p(1)=5; 

z=10; 

N=100; 

for i=2:N+1 

    Alfa(i)=Alfa(i-1)+h1; 

    p(i)=p(i-1)+h2; 

end 

for i=1:N+1 

    for j=1:N+1 

        f1=0; 

        f2=0; 

        f1=p(j)*(2*b-a-c-2*sqrt(p(j)*(b-a)*(b-

c)/((z/Alfa(i))+p(j)))); 

        f2=(z/Alfa(i))*(b+c-2*a-2*sqrt((z/Alfa(i))*(b-

a)*(c-a)/((z/Alfa(i))+p(j)))); 

        if f1<f2 

            t(i,j)=Alfa(i)-b+sqrt(p(j)*(b-a)*(b-

c)/((z/Alfa(i))+p(j))); 

        else 
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            t(i,j)=Alfa(i)-a-sqrt((z/Alfa(i))*(b-a)*(c-

a)/((z/Alfa(i))+p(j))); 

        end 

    end 

end 

t 

[X,Y]=meshgrid(p,Alfa); 

mesh(X,Y,t) 

end 

* Источник: составлено автором 
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Приложение Т 

(обязательное) 

Программный модуль расчета момента поставки с учетом неопределенности мо-

мента поставки в зависимости от параметров 𝛼 и 𝑧 * 

function num5() 

a=-2; 

b=7; 

c=2; 

h1=0.09; 

h2=0.9; 

Alfa(1)=10; 

p=5; 

z(1)=10; 

N=100; 

for i=2:N+1 

    Alfa(i)=Alfa(i-1)+h1; 

    z(i)=z(i-1)+h2; 

end 

for i=1:N+1 

    for j=1:N+1 

        f1=0; 

        f2=0; 

        f1=p*(2*b-a-c-2*sqrt(p*(b-a)*(b-

c)/((z(j)/Alfa(i))+p))); 

        f2=(z(j)/Alfa(i))*(b+c-2*a-

2*sqrt((z(j)/Alfa(i))*(b-a)*(c-a)/((z(j)/Alfa(i))+p))); 

        if f1<f2 

            t(i,j)=Alfa(i)-b+sqrt(p*(b-a)*(b-

c)/((z(j)/Alfa(i))+p)); 

        else 
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            t(i,j)=Alfa(i)-a-sqrt((z(j)/Alfa(i))*(b-a)*(c-

a)/((z(j)/Alfa(i))+p)); 

        end 

    end 

end 

t 

[X,Y]=meshgrid(z,Alfa); 

mesh(X,Y,t) 

end 

* Источник: составлено автором 
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Приложение У 

(обязательное) 

Программный модуль расчета момента поставки с учетом неопределенности мо-

мента поставки в зависимости от параметров 𝑝 и 𝑧 * 

function num6() 

a=-2; 

b=7; 

c=2; 

h1=0.45; 

h2=0.9; 

Alfa=10; 

p(1)=5; 

z(1)=10; 

N=100; 

for i=2:N+1 

    z(i)=z(i-1)+h2; 

    p(i)=p(i-1)+h1; 

end 

for i=1:N+1 

    for j=1:N+1 

        f1=0; 

        f2=0; 

        f1=p(i)*(2*b-c-a-2*sqrt(p(i)*(b-a)*(b-

c)/((z(j)/Alfa)+p(i)))); 

        f2=(z(j)/Alfa)*(b-2*a+c-2*sqrt((z(j)/Alfa)*(b-

a)*(c-a)/((z(j)/Alfa)+p(i)))); 

        if f1<f2 

            t(i,j)=Alfa-b+sqrt(p(i)*(b-a)*(b-

c)/((z(j)/Alfa)+p(i))); 

        else 
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            t(i,j)=Alfa-a-sqrt((z(j)/Alfa)*(b-a)*(c-

a)/((z(j)/Alfa)+p(i))); 

        end 

    end 

end 

t 

[X,Y]=meshgrid(z,p); 

mesh(X,Y,t) 

end 

* Источник: составлено автором 
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Приложение Ф  

(справочное) 

 

Рисунок Ф.1 – Акт о практическом применении ООО «Сахар-Пром» 

* Источник: составлено автором 


